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T
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n Linearno programiranje - LP



Linearno programiranije (LP)
N

0 LP sluzi za modeliranje problema tzv. uslovne optimizacije u kojima
treba nadi optimalno resenje, tj. ono resenje za koje se postize
najbolja vrednost nekog cilja u skupu svih mogucih alternativnih
reSenja problema, pri ¢emu svako resanje iz ovog skupa
zadovoljava zadate uslove (ograni¢enja).

0 Pridev linearno oznacava da se cilj i ograni¢enja formalizuju
linearnim jendacinama i nejednacinama.

0 Termin “programiranje” se upotrebljava kao sinonim za planiranje.



Linearno programiranje (LP)
T

Promenljive i parametri Matematicki model
X; X X; X min
L= ‘ " f (X) =CX +CyX, +...+C X,
c, G, C; C, max
p.o.
<
all a12 e alj e aln bl a11X1 + 312X2 +---4+ ainxn {:}bl
>
Ay Ay Ay, dop, 2
<
A X +a,X, ++a, X 1=¢Db,
A Qp ajj Ain b; | | s
<
a X +a X, +--+a X {=rb
a'ml a'm2 amj a'mn bm " " e > )

X, 20, X, 20,...,x, =0



Linearno programiranje (LP)

Promenljive i parametri Matematicki model
X, X ... X ... X min L
— J : f(X)=2.¢X
Cl C2 . C2 e Cn Max j=1
p.o.
dyp A T, Aqn 1 n <
a:X.<=rb, 1=1...m
dp1 8y Aj 2n 2 =T
- X; 2 0, J=1...n
a‘ll a|2 aij a|n bl
a'ml a'm2 amj a'mn bm




Linearno programiranje (LP)

Promenljive i parametri Matematicki model

X;  Xo .. X ... X min

1 2 | n .I: (X) _ CT X
cC C ... C ... C, max
p.O.

Ay dpp Ay A1 1 <

Ay Ay Ay, dop, 2 AX i b
X >0

a‘ll a|2 aij a|n bl

a'ml a'm2 amj a'mn bm




Linearno programiranje (LP)

Matematicki model —

simetrican oblik

X, X, X; X,
C, G C, Ch

dyp  aAp Ay Aqn
Ay Ay Ay, dop,
A Qp ajj Ain
aml am2 a-mj amn

IA

IA

IA

IN

(max) f(X) =CX +---+C;X; +...+C.X,

p.o.

8y X+t X A X, <y

Xy o QX e+ X < b,

n°mn

X <b

mn®n m

Ay X+ Ay X+ a

e X, 20

X, 20,...,X



Dualni problem LP — simetrican oblik

(max) f (X) =X +---+C;X; +...+C,X, (min)g(y)=by, +...+by, +...+b,y,
p.o. p.0.

y, —> Gy X oA Xy e+ 8 X, £b,
yo—> Gt X e+ X <lb.
|

mn-mnm

Vo> QX ek ag X e+ ag X <b




Dualni problem LP — simetrican oblik

(max) f(X) STXF--+C;X; +...+C, X, (min)g(y)=by, +...+by, +...+b,y,
p.o. p.o.

y, —>  [BuXq [t A Xy et ay, ) X, —> A Y, +o Y Tt ang Y, 26

y —> QX o @y ey X < b,

mn-mnm

Vo> |QuuX Ay X e+ ag X <bg

mn-®n

X >0

jree P

X =20,..,X



Dualni problem LP — simetrican oblik
284y

(max)f(X):c1x1+...+C_x_ HCX

p.o.

y, > a11X1+"'+aini+"'+aianSb1

s AKX e 8 X

(min)g(y) =by, +...+ by, +...+ by,
p.o.

Xl ailyl+"'+ailyi+-..+amlymch

X > Ay e+ ay Y+t ay Yy 2C



Dualni problem LP — simetrican oblik
EE I

(max) f (x)=cXx +---+C;X; +...FCX, (min)g(y) =by, +...+by, +...+b,y,
p.0. p.0.

yi > a11X1+.“+a11'Xi+“'+a1anSb1 X, 7> ApYr ot anYitotan Y, 26

y, —> Ay X+ @y X e Hay X, £ b X > @Yy Ay et Ay Yy 2 G

—>  a_ X 4--4+a X +---fa x <
Ym mlxl mj =7 amn n bm Xnﬁ a1ny1+"'+ainyi+'“+amnymch
e Y,y 20
X, 20,0, Xy X, 20 Yot Y



Linearno programiranje (LP)
T

L. ' Matematicki model — primal
Promenljive i parametri : " .
simetrican oblik
X{ Xo ... Xi ... X
’ - (max) f(X) =¢X +--+C;X; +...+C,X,
C, C ... C .. C,
p.O.
> 2 > >
+ota X, +o+a X <
Qp 8 .. By Q, |= Db Vi aﬂxl %) e <0
dyp Ay ... Ay yn |= b Y,
Xy o QX e+ X < b,
Qi Qo ... G a, < by
8my @my -+ Am a. < b, v, Qg Xy T F Ay X, oA X <by

X >0

j,lll n

X =0,..,X



Linearno programiranje (LP)
T

.. ' Matematicki model — dual
Promenljive i parametri : N .
simetrican oblik
Xp Xy . Xio... X
G ¢ . & .G (Min)g(y) =By, +... DY, +...+b,y,
p.O.
> > > >
Ayt eyt tay Y, 26
djp A ... Ay ap = b Y
dyp Ay ... Ay yn |= b Y,
a Y+ Hay Y o ay Yy, 2C
Qi Qo ... G a, < by
Y, oAy Fee+a Yo >C
aml am2 a.mJ a_mn S bm ym aln 1 n mnYm n

yl’...’yi’..., m 20



(min)(y) = > By
p.0.

m

Sy >e, 1=k

i=1



(max

f

" )f(x)=C"X

AX <
- (min

X .

. " (y)=b'Y
A'Y >C
Y>0




Pravila za svodenje na simetrican oblik LP
2244

0 Problem minimizacije funkcije f(X) mozZe se svesti na problem maksimizacije
funkcije - f(X).

0 Ogranicenje tipa < se, mnozenjem obe njegove strane sa —1, svodi na
ekvivalentno ogranicenje tipa > .

0 Ograni¢enje oblika = se moze zameniti sa dva ograniéenja < i 2.

0 Ako za promenljivu X; ne postoji nikakav uslov koji ograni€¢ava njen znak, tj.
je neograniceno po znakuy, tada se u problem uvodi smena X; =XJ-+ X,
gde su X;"=0 i X< 0.

0 Ako je promenljiva X; < O, tada se u problem uvodi smena x’j=-Xj, gde je
x20.



Simetrija primala i duala
2253
0 Dual duala je primal.

Formiranje duala — opsti oblik

Primalni problem Dualni problem

(ili dualni problem) (ili Primalni problem)

max f(x) (ili ¢(y)) min ¢(y) (ili f(x) )

Ogranicenja primala (ili duala) | Promenljiva X (ili yj)

tipa < < » henegativna
tipa 2 < , hepozitivha
tipa = < » neograni¢ena po znaku
Promenljiva X; (ili ;) Ograniéenja duala (ili primala)
nenegativna < > tipa 2
nepozitivha < > tipa <
neograniéena po znaku > tipa =




Linearno programiranje (LP)
T

L. ' Matematicki model — primal
Promenljive i parametri : " .
simetrican oblik
X{ Xo ... Xi ... X
’ - (max) f(X) =¢X +--+C;X; +...+C,X,
C, C ... C .. C,
p.O.
> 2 > >
ota X 4ot a X >
Qp 8 .. By , = Db Vi aﬂxl %) e 20
dyp Ay ... Ay yn |= b Y,
Xy o QX e+ X < b,
Qi Qo ... G a, < by
8my @my -+ Am a. < b, v, Qg Xy T F Ay X, oA X <by

X >0

j,lll n

X =0,..,X



Linearno programiranje (LP)
o

L. ' Matematicki model — primal
Promenljive i parametri : " .
simetrican oblik
X{ Xo ... Xi ... X
’ - (max) f(X) =¢X +--+C;X; +...+C,X,
C, C ... C .. C,
p.O.
> = > >
— A X —eee— <_
-all aj, -alj _aln < _bl yl a1 % alj i a, X, bl
dy; Ay ay; Ay < by Y,
QX o X e+ X, < b,
djp Qi G a, < by
Qpy Ay .. Ay am £ by Vi Ay Xy 4o By X o+ B X, <D,

X[ 20,.., X, X, 20

j’lll n



B
F(x)

IA

Simetrija primala i duala
N

0 Dual duala je primal.

Formiranje duala — opsti oblik

Primalni problem Dualni problem
(ili dualni problem) (ili Primalni problem)
max f(X) (ili ¢(y)) min ¢(y) (ili f(X) )

Ogranicenja primala (ili duala) | Promenljiva X (ili yj)

tipa < < » henegativna
tipa 2 < , hepozitivha
tipa = < » neograni¢ena po znaku
Promenljiva X; (ili ;) Ograniéenja duala (ili primala)
HEHEeraTuBHA ) > tipa <
HEIMO3UTUBHA < > tipa 2
HEOTPAHUYEHA 10 3HAKY > tipa =




Linearno programiranje (LP)
T

L. ' Matematicki model — primal
Promenljive i parametri : " .
simetrican oblik
X{ Xo ... Xi ... X
’ - (max) f(X) =¢X +--+C;X; +...+C,X,
C, C ... C .. C
p.O.
> 2 > >
_ 4.4 X+ + =
a‘ll 3.12 oo a]_J aln — 1 yl a11X1 alj i aj_n n bl
a21 a.22 oo a2J oo azn S 2 y2
Xy o QX e+ X < b,
Qi Qo ... G a, < by
8my @ma -+ 8y - @m [< bn Vi Ay Xy + 7o+ By X 4o+ B X, < By

X 20, %,00X, 20



Linearno programiranje (LP)
T

L ' Matematicki model — primal
Promenljive i parametri : " :
simetrican oblik
(max) f(X) =CX +---+C;X; +...+C.X,
p.o.
> > > >
> by
< <b
Ay Ay Ay Ay £ b VY,
a X +--+a X+ +a X <h
a|1 ai2 aij am < bI Yi 1 1] 7] in*n i
Am1 Amp &mj -+ 8mp < bm Ym A X oot ay X, oo ag X, Sbm

X >0

jree X

X =0,..,X



Svojstva
e

0 SLABA DUALNOST.

Ako je X dopustivno redenje primala a Y dopustivno resenje duala tada je f(X)<&(y).

(primal: max f(x), dual: min &(y))




Svojstva
52

o JAKA DUALNOST

Primal ima optimalno resenje ako i samo ako dual ima optimalno resenje, pri ¢emu su
optimalne vrednosti funkcija cilja ova dva problema jednake f(x) = @(y).




(max

f

" )f(x)=C"X

AX <
- (min

X .

. " (y)=b'Y
A'Y >C
Y>0

)
C'X|=b'Y




Svojstvo komplamentarne dopunjivosti
T2

s" -y =0,i=12,..,m X’J’f*zj:O, j=L12,...,n

(s izravnavajucéa promenljiva uvedena u i-to ogranic¢enje)

(max) f(x)=C™x  (Min)g(y)=b"Y AX +s=b =s=h— Ax
0.0, p.0.
A'Y+2<C =2z=C-A"Y
AX +s=D AY —z=C
X,52>0 Y,z>0

C'X=Db"Y




Linearno programiranje (LP)

X, X X; X,

G, G C, Cn
a; ap Qj ... Ay
Ay Ap Qj ... Ay
Qi  Qp ajj Qi
am1 am2 . a-mj . amn

sl S2 Si Sm

Cn+1 Cn+2 Cn+i Cn+m
1 0 0 0 | =b,
01 0 0 | =b,
0 0~ 1 0 [ =b
0 0 O 1 | =b,

Y1
Yo

Yi

Ym

Matematicki model — primal

simetrican oblik
(max) f(X) =CX +---+C;X; +...+C.X,

p.o.
B e Ay X e X+ =Dy

A X oA X e+ X + S =hy

Qg Xy +oF A X, oA X, S, =D,

Xp 20,0, X500, X, Sgy ey Siyeey Sy 2 0



(max) f(X) =X +CyX, +...+C;X; +...+C X,

Simpleks metoda —
tqbelqrni Oblik By Xy + 8y X, et By X oo By X+, =D,
(k-ta iteracija, k=0,1,...) B8k kA Ak 4 <

Ay Xy + 8, X+ A X A X+ Sy =b, I

PO A +apX + e Ay X+ X, + S =By

Vrednosti baznih

B
e promenljivih X 20, X, 20,..,x. 20,s,,---,5, 20

promenljive

Keoficijenti f-je cilja u
nultoj iteraciji (k=0)

6 X O | % % X X s 8 .S,

i Ch Ch+1 Cpeo Cn+

k k k k k k
Chtx  S1 b.* | an ap & a1 o .. 0
k k k k k k
Chiz 52 b | @y ay - ay 0 1 .. 0
a..k
Crisi sk b|k =

Keoficijenti f-je cilja u

C'k ‘e an O 0 e k-toj iteraciji

-f ] f(X) | ek ek



Linearno programiranje (LP)
T

e ' Matematicki model — primal
Promen|||ve 1 parametri . . .
simetrican oblik
A A max) f(X)=c,X, +---+C.X; +...4+C. X
(max) f (x) =c¢,x, iXj+e X,
c,¢ € ... C .. c, |0 O 0 0
p.o.
= = = = = = = = a11X1+...+a1ij+...+a1nxn+31:b1
Ay 8 ... a5 ... g, |1 0 0 0 | =b, v,
Ay 8y ..o Ay ... Ay |01 0 0 | =b, v,
A X oA X e+ X + S =hy
a'll a|2 alj a|n 0 0 1 0 :bl yl
amlx1+---+a,m.xj+---+amnxn+sm=bm
am1 am2 amj amn 0 0 0 1 =bm ym
X 20,y Xy Xy Spyeens Sy Sy 20

Xg ={S,sSi1ees S} ={B1ses b, b} Vs Vives Yo} =40,.0,0,...,0
X = X XX} =000 (522 Y0



Linearno programiranje (LP)
T

e : Matematicki model — dual
Promenljive i parametri : : :
simetrican oblik
X, X .. X .. Xy | spos, S; S
¢, ¢ .. C .. ¢ |0 0 0O 0 (mln)¢(y):b1y1+...+biyi +...+bmym
= = = = = = = = p'o'
+oeta, Y +o-+a -7, =

a; ap ... alj .. a, 1 0 0 0 :bl Vi allyl |1y| mlym 1 Cl
Ay Ay ... By ... Ay |01 0 0 [ =b, v,
all alz au am O 0 1 0 :bl yl a11y1+"'+a.”y|+"'+a.mjym_zj ZCJ
aml am2 amj amn 0 0 0 1 :bm ym

ap Yy, t-+a, Y +--+a, Y, —Z, =G,

yl,"',yi,"',ym,zl,---;zn 20

Xg ={S,sSi1ees S} ={B1ses b, b} s Vivens Y} =40,.0,0,...,0}
X = X XX} =000 (522 Y0



Primal-Dual

primer
B

0 Jedan poizvodaé proizvodi tri porizvoda (P1, P2, P3) i
prodaje ih po jedini¢noj ceni 6, ? i 24n.j. respektivno.

0 Preduzece u sledeéih mesec dana nabavlja 5 i 2t sirovina S1 i
S2. Utrosak po jedinici proizvoda je dat tabelarno:

S1 1 o) 3
S2 o) 1 2

0 Odrediti koliko treba da se proizvede P1, P2 i P3 ako zeli da
se maksimizira ukupna prodajna cena.



rosek | PPz |P3
S1 1 0 3

Primer

Realni sistem Matematicki model

Upravljacke odluke:
Xl ! X2 ! X3

koli¢ina proizvoda P1, P2 i P3 respektivno

max g(y) = 6% +9X, +24x,

Kriterijum upravljanja: Ukupna PC

Cilj: max P.O.
Ogranicavaijuci faktori:
Koli¢ina ST X, +X3 <5
Koli¢ina S2
oficina X, +2X%; <2

X[y %o, Xg 20




Primer
N

Realni sistem Matematicki model

Upravljacke odluke:
Xl ! X2 ! X3

max g(y) = 6% +9X, +24x,

koli¢ina proizvoda P1, P2 i P3 respektivno

Kriterijum upravljanja: Ukupna PC

Cilj: max P.O.
Ogranicavaijuci faktori:
Koli¢ina S1 X, +X+S =95
Koli¢ina S2 _

X[y %oy X5,5,S, 20




T3 Optimalno
¢, Baza KSC
6 X, 9
9 X 2
| -f | -48

Xy =G} =

f(X*) = 48

max ¢(y) = 6x, +9X, + 24X,
p.0.

X, +X+S =95
X, +2X; +S, =2
X[y X54 %3,5,S, =0



Primer
Taz [

X, 4 Xy, X Vi)V,
max ¢(y) = 6%, +9X, +24x, min g(y) =5y, + 2V,
p.o. p.o.
y, > X +X% <5 x—> Yy, =26

X, = y, 29
X, => Y, +2Yy,224
Y1, Y, 20

Y, > X, +2X5 <2
X[y Xpy Xg 20




Realni sistem Matematicki model

Upravljacke odluke: Y. Y
1172

Ukupna cena sirovina S1, S2 respektivno

ming(y) =5y, +2y,

Kriterijum upravljanja: Ukupni trosak

Cilj: min p.O.
Ogranicavaijuéi faktori: A >0
Cena sirovina za P1

X, = y, 29

Cena sirovina za P2
X, => Y, +2Yy,224

Y1, Y, 20

Cena sirovina za P3




Optimalno resenje duala
B

T2 Baza KSC| 5 2 0 0 0 :

¢ (Yp) | Y1 Y 7 27 Z3 ming(y) =5y, +2y,

5 vy, 6|1 0 1 0 0 p.o.

o 2z 120 0 0 1 1

2 'y, 9]0 1 0 -1 0 X—> Yy -7,=6
| ¢ |-48] 0 0 5 -2 0 X, — y, —2,=9

X, > Y, +2y, —2, =24
Vi1 Y5,20,2,,2, 20
'A ={yf,y;,zf,zz,z;}={6,9,0,0,12}
f(X*)=48



Primal-dual

(Ekonomska interpretacija)
I

0 Ako bi se raspoloziva koli¢ina i-tog resursa povecala za ¢, tada
bi se maksimalni profit f(x*) poveéao za € y* . (marginalna

dobit)

0 y* - “cena u senci”.



Primal-dual

(Ekonomska interpretacija)
L

T3 BazalKSC| 6 9 24 0 0
G (Xg) (B | xx X X3 8 Sy
6 x, 5|1 0 3 1 0
9 x, 2|0 1 2 0 1
|—f |-48 0 0 -12 -6 -9
r M1 0
Zy L I3 Y7 Y,

[

T2 Baza KSC| 5 2 0 0 0
G (M) (| v Y 7 Z) Z3
5 vy 6|1 0 1 0 0
o z 12|10 0 o0 1 1
2 'y, 910 1 0 -1 0
| - |48 0 0 -5 -2 0
Tt 17 1

51 S Xp X X3

Ako se vrednost prvog ograni¢enja poveca za 1, vrednost funkcije cilja se povecava

Z4d 6 (y1:6)

Ako se vrednost drugog ograniéenja poveca za 1, vrednost funkcije cilja se

poveéava za 9 (Y,=9)




ﬂ Merenje performansi



49

Country, Total New Total New Total Active Serious, Tot Cases/ Deaths/
3.4.2020. Cases Cases Deaths Deaths Recovered Cases Critical 1M pop 1M pop
273,777 28,900 7,028 958 12,044 254,705 5,787 827 21
119,827 4,585 14,681 766 19,758 85,388 4,068 1,982 243
119,199 7,134 11,198 850 30,513 77,488 6,416 2,549 240
91,159 6,365 1,275 168 24,575 65,309 3,936 1,088 15
81,620 31 3,322 4 76,571 1,727 379 57 2
64,338 5,233 6,507 1,120 14,008 43,823 6,662 986 100
53,183 2,715 3,294 134 17,935 31,954 4,035 633 39
38,168 4,450 3,605 684 135 34,428 163 562 53
20,921 2,786 425 69 484 20,012 1,251 248 5
19,606 779 591 55 4,846 14,169 348 2,265 68
16,770 1,422 1,143 132 2,872 12,755 1,205 1,447 99
15,723 1,026 1,487 148 250 13,986 1,324 918 87
12,375 1,092 208 35 2,186 9,981 120 328 6
11,506 377 168 10 2,022 9,316 245 1,278 19
10,062 86 174 5 6,021 3,867 55 196 3
9,886 852 246 37 68 9,572 245 970 24
9,056 1,012 359 35 127 8,570 296 43 2
7,428 571 40 4 338 7,050 113 858 5
6,131 563 358 50 205 5,568 469 607 35
5,370 223 59 9 32 5,279 96 991 11
5,350 36 28 3 585 4,737 85 210 1
4,273 424 120 22 5 4,148 109 865 24
Serbia 1,476 305 39 8 54 1,383 81 169 4
Panama 1,475 37 10 1,428 50 342 9
Iceland 1,364 45 4 309 1,051 12 3,997 12
Colombia 1,267 106 25 6 55 1,187 50 25 0.5
Argentina 1,265 39 3 266 960 28 0.9
UAE 1,264 240 9 1 108 1,147 2 128 0.9
1,171 185 105 19 62 1,004 27 2
Singapore 1,114 65 5 1 282 827 24 190 0.9
Croatia 1,079 68 8 1 92 979 39 263 2

https://www.worldometers.info/coronavirus//


https://www.worldometers.info/coronavirus/country/us/
https://www.worldometers.info/coronavirus/country/italy/
https://www.worldometers.info/coronavirus/country/spain/
https://www.worldometers.info/coronavirus/country/germany/
https://www.worldometers.info/coronavirus/country/china/
https://www.worldometers.info/coronavirus/country/france/
https://www.worldometers.info/coronavirus/country/iran/
https://www.worldometers.info/coronavirus/country/uk/
https://www.worldometers.info/coronavirus/country/turkey/
https://www.worldometers.info/coronavirus/country/switzerland/
https://www.worldometers.info/coronavirus/country/belgium/
https://www.worldometers.info/coronavirus/country/netherlands/
https://www.worldometers.info/coronavirus/country/canada/
https://www.worldometers.info/coronavirus/country/austria/
https://www.worldometers.info/coronavirus/country/south-korea/
https://www.worldometers.info/coronavirus/country/portugal/
https://www.worldometers.info/coronavirus/country/brazil/
https://www.worldometers.info/coronavirus/country/israel/
https://www.worldometers.info/coronavirus/country/sweden/
https://www.worldometers.info/coronavirus/country/norway/
https://www.worldometers.info/coronavirus/country/australia/
https://www.worldometers.info/coronavirus/country/ireland/
https://www.worldometers.info/coronavirus/country/algeria/
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Country, Total New Total New Total Active Serious, Tot Cases/ Deaths/
3.4.2020. Cases Cases Deaths Deaths Recovered Cases Critical 1M pop 1M pop
244,877 29,874 6,071 969 10,403 228,403 5,421 740 18
115,242 4,668 13,915 760 18,278 83,049 4,053 1,906 230
112,065 7,947 10,348 961 26,743 74,974 6,092 2,397 221
84,794 6,813 1,107 176 22,440 61,247 3,936 1,012 13
81,589 3,318 76,408 1,863 429 57 2
59,105 2,116 5,387 1,355 12,428 41,290 6,399 905 83
50,468 2,875 3,160 124 16,711 30,597 3,956 601 38
33,718 4,244 2,921 569 135 30,662 163 497 43
18,827 1,059 536 48 4,013 14,278 348 2,175 62
18,135 2,456 356 79 415 17,364 1,101 215 4
15,348 1,384 1,011 183 2,495 11,842 1,144 1,324 87
14,697 1,083 1,339 166 250 13,108 1,053 858 78
11,283 1,552 173 59 1,979 9,131 120 299 5
11,129 418 158 12 1,749 9,222 227 1,236 18
9,976 89 169 4 5,828 3,979 55 195 3
9,034 783 209 22 68 8,757 230 886 20
8,044 1,164 324 82 127 7,593 296 38 2
6,857 765 36 10 338 6,483 107 792 4
5,568 621 308 69 103 5,157 429 551 30
5,314 266 25 2 585 4,704 50 208 1
5,147 270 50 6 32 5,065 96 949 9
Czechia 3,858 269 44 5 67 3,747 72 360 4
3,849 402 98 5 3,746 109 779 20
Serbia 1,171 111 31 3 42 1,098 81 134 4
Colombia 1,161 96 19 2 55 1,087 50 23 0.4
Singapore 1,049 49 4 1 266 779 24 179 0.7
UAE 1,024 210 8 96 920 2 104 0.8
Croatia 1,011 48 7 1 88 916 34 246 2

https://www.worldometers.info/coronavirus//


https://www.worldometers.info/coronavirus/country/us/
https://www.worldometers.info/coronavirus/country/italy/
https://www.worldometers.info/coronavirus/country/spain/
https://www.worldometers.info/coronavirus/country/germany/
https://www.worldometers.info/coronavirus/country/china/
https://www.worldometers.info/coronavirus/country/france/
https://www.worldometers.info/coronavirus/country/iran/
https://www.worldometers.info/coronavirus/country/uk/
https://www.worldometers.info/coronavirus/country/switzerland/
https://www.worldometers.info/coronavirus/country/turkey/
https://www.worldometers.info/coronavirus/country/belgium/
https://www.worldometers.info/coronavirus/country/netherlands/
https://www.worldometers.info/coronavirus/country/canada/
https://www.worldometers.info/coronavirus/country/austria/
https://www.worldometers.info/coronavirus/country/south-korea/
https://www.worldometers.info/coronavirus/country/portugal/
https://www.worldometers.info/coronavirus/country/brazil/
https://www.worldometers.info/coronavirus/country/israel/
https://www.worldometers.info/coronavirus/country/sweden/
https://www.worldometers.info/coronavirus/country/australia/
https://www.worldometers.info/coronavirus/country/norway/
https://www.worldometers.info/coronavirus/country/ireland/
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Covid 19 — Situation dashboard (WHO)



Efikasnost zdravstvenih sistema
N

2010 2015 2010 2015
AUS 0.739 0.683 NZL 0.720 0.572
AUT 0.750 0.693 NOR 0.883 0.835
BEL 0.795 0.665 POL 0.864 0.837
CAN 0.779 0.643 PRT 1.000 0.861
CZE 0.958 0.797 SVK 0.659 0.620
DNK 0.786 0.616 ESP 0.939 1.000
FIN 0.977 0.976 SWE 0.986 0.818
FRA 0.805 0.620 CHE 0.749 0.599
DEU 0.791 0.664 TUR 0.947 1.000
GRC 0.890 0.931 GBR 0.818 0.739
HUN 0.733 0.688 USA 0.608 0.491
ISL 1.000 0.856 EST 1.000 0.953
IRL 0.826 0.679 ISR 0.948 0.977
ITA 0.935 0.889 SVN 1.000 1.000
JPN 1.000 0.935 CHN 1.000 1.000
KOR 1.000 0.973 LVA 0.830 0.850
LUX 0.815 0.743 LTU 0.745 0.625
MEX 0.884 1.000 RUS 0.590 0.511
NLD 0.782 0.667 ZAF 1.000 1.000

Radoijicic, M., Jeremic, V., & Savic, G. (2019). Going beyond health efficiency:
What really matters?. The International journal of health planning and management.

=*Ulaganje u zdravstvo
=Broj kreveta

=Broj lekara

®Broj medicinskog osoblja

=Stopa prezivljavanja
odojéadi

=*Ocekivane godine
Zivota



H Merenje performansi



Merenje performansi
B

- Merenje performansi je postupak za prikupljanja
podataka, analize i izveStavanja o dostignuéima
pojedinca, grupe ili organizacije:

O uporedivanje sa strateskim ciljevima ili

O da li su rezultati u skladu sa planiranim.



Merenje performansi

Smernice \

Organizacione promene Definisanje misije organizacije

|

Prilagodavanje Definisanje ciljeva organizacije

N\ /

Ciljne vrednosti < Merenje
performasi performansi




Merenje performansi
B

» Uspostavljanje sisteme za merenje performansi
doprinosi poboljSanju poslovanja

» Daje informacije o tome sta se desava i predstavlja
osnovu za definisanje ciljeva Cije dostizanje moze
pomodi u ostvarivanju strategija



Sistem za merenje performansi
2
> U idealnoj situaciji, dobar sistem za merenje
performasni bi trebalo da aktivno utice na
unapredenje performansi:
= Meri ono sto je vazno
= Utvrdivanje uzroke promena u performansama

= Obezbeduje korektivhe mere

> lzabrati mere performansi koje su povezane sa
uzrocnicima uspeha u konkretnom preduzedu
(organizaciji) ili sektoru.

Fakultet organizacionih nauka 6.4.2020.



Sistem za merenje performansi
B

> Fokusirati se na ciljeve tj. “klju¢ne oblasti
poslovanja” - (KEY RESULT AREAS — KRA)

> KRA su one oblasti ili delovi organizacije koje bi
kontinuirano trebalo unapredivati

Fakultet organizacionih nauka 6.4.2020.



Mere performansi
T | —
» U procesu merenja je bitno definisanje mera koje ée
biti koris¢ene za procenu merljivih i nemerljivih
performansi.

> Mere bi trebalo da budu direkino vezane sa
uzrocnicima “drivers” poslovanja

> Neke mere se mogu direktno izmeriti dok se drugi
procenjuju opserviranjem

Fakultet organizacionih nauka 6.4.2020.



> Dobre mere bi trebalo da imaju sledede
karakteristike (Performance Measure Guide, 2009):

Relevantnost
Razumljivost
Pravovremenost
Uporedivost
Pouzdanost

Isplativost

Fakultet organizacionih nauka 6.4.2020.



Mere performansi
B

> Kljuéni indikatori rezultata - kako je uradeno
> Indikatori rezultata — sta je uradeno

> Indikatori performansi — sta da se radi

> Kljuéni indikatori performansi — éTA DA SE RADI DA SE
ZNACAJNO UNAPREDI POSLOVANLIE

(KEY PERFORMANCE INDICATORS Developing, Implementing, and Using Winning KPls, David
Parmenter, 2010)

Fakultet organizacionih nauka 6.4.2020.



¢ni indikatori performansi

Kljuéni indikatori performansi

Fakultet organizacionih nauka 6.4.2020.



Kljuéni indikatori performansi
B

> Key Performance Indicators “KPI’s”

0 “Indikator” je mera o kojoj se izvestava

0 “Performansa’ je rezultat ili aktivnost koja se uklapa u
strateske ciljeve.

o “Kljucna” znadi da je to kritiéna mera odabrana v cilju
odredivanja sta da se radi.

O Mere se biraju tako da pokriju i ulazne i izlazne
performanse posmatranog sistema



Kljuéni indikatori performansi
e f
»Kljucni indikatori performansi (Key Performance
Indicators-KPI’s) predstavljaju pokazatelje (mere)
koji se koriste u poslovanju kako bi se pratili i
planirali rezultati koji se ostvaruju.

+»KPl-evi podrazumevaju i finasijske i nefinansijske
pokazatelje; merljive i nemerljive; indikatore
vremena, tacnosti, opsegaq, investicija i dr.



Kliuéni indikatori performansi

KPI mora biti vezan za cilj kompanije

stigao sam zadnji
na cilj, ali imam
najbolju potrosnju




actionCOACH

Atk Businss Cooching
Measurable
Can you physically
track your KPls#

Specific

What exactly is an indi.
cator of success?

Achievable

Are your
KPls realistic?

Relevant

Do your KPls reflect the overall
goals of the business?

Time-framed
When should KPls be met?




KPI- Banke
2

> Stopa prinosa na kapital
» Stopa rasta neto dobiti

> Stopa rasta ukupnih prihoda

Canadian Bank Scorecard

Fakultet organizacionih nauka 6.4.2020.



KPI
65

ie

= Stopa prinosa na  ®CAPEX =Zadovoljstvo ="CAPEX % =Ulaganje u zdravstvo

kapital g kupaca

P 'Iskon.scenost P "ARPU (Average "Broj kreveta

= Stopa rasta neto  kapaciteta *Prodaja po m?  Revenue Per .

dobiti . User) ®Broj lekara
= Stopa rasta ;Villcma.h "Prosecna "Broj medicinskog

kuonih orihod okazani veli¢ina korpe ®Chun rate (% osoblia
ukupnih prihoda i N |
®Broj bolni¢kih dana
kupaca)

®Broj umrlih

=Stopa prezivljavanja
odojéadi
=®Ocekivane godine
Zivota



“ Modeli upravljanja performansama
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Dashboard
N

Projected
Planning Design Development Testing Launch Date
: - Friday, December 15
Completed Completed In Progress Waiting
Project Budget Overdue Tasks
$60K
Overdue Task Deadline Employee
saok Total Budget - $52,000 Status Update For Board ~ 2017-08-15 Paula
o Remaining $8,770 Finish UX Optimizations ~ 2017-08-06 Kate
® 10 Days Configure Mobile View 2017-08-01 Nancy
cox @ cCurrently Over?a-"lz‘;t @ 24D Relational Database 20170718 G
B e s Connections - eorg

W Buaget Amount Used
W Currem Target Amount

Workload Upcoming Deadlines
— Employee Task Deadline Workload
s5% Kae ~ ImeractveDashboard 55070515 @B 34%
Features
48 % 5%
Georg  Facebook APl Connector 2017-08-06 @I  56%
30%
Nancy  SetUp TestEnvironment 2017-08-01 @ 15%
Paula Finalize Testing Plan 2017-07-18 @ 1%
Georg Nancy Richard Kate Paula

IT Managemet



Bencmarking

Benémarking procesaq,
Benémarking na osnovu performansi i

Strateski benémarking

Merenje performansi - efikasnosti

Fakultet organizacionih nauka 6.4.2020.



Bencmarking
L =
+ Benémarking se definise kao instrument analize i planiranja koji

se temelji na uporedivaniju vlastite organizacije sa “najboljima
u klasi” konkurentskih organizacija, ali i organizacija v drugim

delatnostima.
0 (International Group of Controling IGC)
-
[=]
::: BENCHMARKING PARTNER LUSAVRSAVANJIE PROCESA Trngnie
E Gr-,qcfc:k_cr,"~\:fﬁ I‘J:-:'-.:\.-’::'. s':m FIRMA,
,.:_ POSTANE BEMCHMARK za “naiboliom praksom”
L
2 PUASA FIRMA
0 VREME

BENCHMARKING PROCES



Merenje performansi —benémarking
T

Analizirati
secvtovert [l i [l ety pedi
. podatke gy
performansi strateske
prednosti

Selektovati Definisati

jedinice ciljeve




Merenje performansi - benémarking
L =
- Bogetoft P., “Performance benchmarking - Measuring
and managing performance”, 2012, Springer

2010 god.

- Benchmarking (67%)

- Uspostavljanje misije i vizije (63%)
- CRM (58%)

- Outsorcing (55%)

- Balanced Scorecard (47%)



Merenje performansi - benémarking
N
0 Interni

0 Eksterni

0 Staticki

0 Dinamicki



Merenje performansi
Kljuéni indikatori performansi

0 Nedostaci:

B Male firme se porede sa velikim (pretpostavka konstantnog prinosa na
obim)

® Parcijalni evaluator — jedan KPl ne moze da reflektuje performanse firme
koja koristi visestruke ulaze za dobijanje vusestrukih izlaza

Organizaci Broj pacijenata Broj pacijenata Troskovi Troskovi
ja Lecenje Preventiva leéenja preventive




Merenje performansi

Kljucni indikatori performansi
EE =

o Nedostaci:

m  Fox paradox

Organizaci Broj pacijenata Broj pacijenata Troskovi Troskovi
ja Lecenje Preventiva leéenja preventive
A 20 40 60 10 10 20
B 3 80 83 2 21 23
C 2 10 12 5 15 20

Troskovi le€enja Troskovi preventive Ukupni troSkovi
pacijent pacijent pacijent

Organizacija

10/20=0.50

10/40=0.25 20/60=0.33

2/3=0.66 21/80=0.26 23/83=0.29



Merenje performansi

Kljucni indikatori performansi
EE =

o Nedostaci:

m  Fox paradox

Organizaci Broj pacijenata Broj pacijenata Troskovi Troskovi
ja Lecenje Preventiva leéenja preventive
A 20 40 60 10 10 20
B 3 80 83 2 21 23
C 2 10 12 5 15 20

Troskovi le€enja Troskovi preventive
pacijent pacijent

Organizacija

10/20=0.50

10/40=0.25

2/3=0.66 21/80=0.26



Merenje performansi
284y

0 Visestruki ulazi
0 Visestruki izlazi

0 Nepoznati prioriteti

0 Holisticki pristup



n Merenje efikasnosti



Merenje efikasnosti
B

0 efficacitas = uspesnost

0 Efikasnost je sposobnost da se minimiziraju ulaganja u
ostvarivanju ciljeva preduzeda.

“raditi stvari na pravi nacin”

0 Efektivnost je sposobnost da se odrede i dostignu pravi
ciljevi.
“raditi prave stvari”



Merenje performansi
S =

Efikasnost = izlaz / ulaz




Ko je bolji¢
N

0 Kuvanije 0 Kuvanije

0 Ziveti sa 0 Ziveti sa

0 Ljubaznost 0 Ljubaznost
0 Lepota 0 Lepota

Neuporedivo
Abraham Duarte (BALCOR 2013)



Ko je bolji¢
N

0 Kuvanije 0 Kuvanije

0 Ziveti sa 0 Ziveti sa

O Ljubaznost 0 Ljubaznost
0 Lepota O Lepota

Neuporedivo
Abraham Duarte (BALCOR 2013)



Merenje efikasnosti
B

Kako da se porede jedinice na bazi vise ulaznih i izlaznih
performansi?




Merenje efikasnosti

Kapital - Rad - Profit - Br. Proizvoda

(mil RSD) | (mil RSD) | (mil RSD)

A 9 3 12 10000

B 3 2 6 5800 2
o

C 6 4 12 7000

Tez 1 1 1 1 EWSM



Merenje efikasnosti- Nepoznate preference
sy

0 Visestruki ulazi

0 Visestruki izlazi

0 Nepoznati prioriteti

0 Holisti¢ki pristup — Farel (1957)



Merenje performansi (Farel, 1954)
-4

0 Efikasnost = izlaz / ulaz

- m =

Mere efikasnosti
tehnicku efikasnost (TE),

alokativnu efikasnost (AE) i

vkupnu efikasnost — troskovna efikasnost (UE).



Tipovi efikasnosti

™~ Granica

efikasnosti
Linija
budzeta

Kanital




Tipovi efikasnosti
T

Ulaz Jediniéna Izlaz lzlaz /Ukupni TroSkovna Alokativna Relativna

H cena € troskovi efikasnost efikasnost tehnicka
€ (4/(2*3)) (11/8) efikasnost
50 500 100000 40 1 1 1

B 5 600 67500 33.75 0.5625 0.9 0.675



Efikasnost (bankarske filijale)

Ulazi Izlazi
Jedinica Broj Broj Mesecni
radnika terminala prihod
(BR) (BT) (MP)
A 50 75 210
B 50 75 150
C 60 40 190




Efikasnost
N

0 MP/BR Agregirani izlaz
0 MP/BT Agregirani ulaz




Excel primer
T



Granica efikasnosti

™~ Granica

efikasnosti
Linija
budzeta

Kanital

e Tipovi efikasnosti



Tehnicka efikasnost
N

Analiza granica

efikasnosti
Parametarska Neparametarska
/—/H AL
4 I
Deterministicka Stohasticka DEA EDH

(SFA)




Merenje perofmansi
]

o Farell, “The Measurement of Productive Efficiency”, 1957

O Granica

/ efikasnosti

Ka pitaL

@

e Radijalna mera
e Proizvodna granica je obvojnica ili izokvanta



DATA ENVELOPMENT ANALYSES - DEA
]

0 Neparametarska tehnika za merenje efikasnosti
jedinica o kojima se odluduje

0 (Decision making units - DMUs)

0 1978, Charnes, Cooper and Roades

0 Farelova definicija efikasnosti



Proizvodna efikasnost
S

0 Koopmans (1951): “Dopustivi ulazno-izlazni vektor e biti efikasan ako je
nemoguce povecati bilo koji izlaz i/ili smaniiti bilo koji ulaz bez simultanog
smanjenja nekog drugog izaza i/ili ulaza”

0 Farrell (1957): Pareto optimalnost, Koopmans (1951) i Debreu (1951).
Posmatrali su potunu efikasnost nekog sistema, razlazuéi ga na povezane
aktivnosti (Koopmans), ili ‘proizvodne jedinice’ (Debreu). Farel je uveo
tehniku za posmatranje celog sistema kao jedne jedinice, za koju su poznati
ulazi i izlazi i moze se porediti sa ostalima u industriji.



=]
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(=
S~~~
N
L
N
—

Izlaz/kapital




Dva ulaza - jedan izlaz
N

Ulazi ‘zlazi Parcijalni indikatori
PMUs Broj terminala  Broj radnika|Meseéni prihod

(BT) (BR) (MP) NI\;/ NI;';/

A 200 75 300 1.5 4

B 100 600 600 6 1

C 200 350 700 3.5 2

D 100 75 300 3 4

E 100 100 300 3 3

F 120 200 600 5 3

G 200 75 300 1.5 4




Merenje performansi

- Analiza obavijanja podataka
202§

tezinska suma izlaza
tezinska suma ulaza

Efikasnost=

e Problem skaliranja

e Problem ponderisanja



Primer
I

Ulazi Izlazi Pf:rc!|aln| .
indikatori
DMUs . . .
B|:0| Broj radnika Me.s e
terminala (BR) prihod MP/ MP/ Indeks
(BT) (MP) BT BR efikasnosti
A 200 75 300 1.5 a 100.00%
B 100 600 600 6 1 100.00%
C 200 350 700 3.5 2 69.73%
D 100 75 300 3 4 | 100.00%
E 100 100 300 3 84.62%
F 120 200 600 5 3 100.00%




Granica efikasnosti

Z,=0F/OE<1

¢

<D Zc=0G/0G'<1




Konstrukcija matematickih modela
s

Upravljacke odluke Upravljacke promenljive

Kriterijum Kriterijumska f-ja
Cilj F-ja cilja
Skup ogranicenja {j.

Ogranicavajuci faktori o
d I dopustivi skup

Optimalne upravljacke Optimalne upravljacke

odluke promenljive



Konstrukcija matematickih modela
T

Upravljacke promenljive X={X, X,, ..., X, }

Kriterijumska f-ja min
f(x)
F-ja cilja max
p.0.
S\
Skup ograniéenija tj. g,.(x)<=¢0, i=1..,m
dopustivi skup >



