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2 Uvod u optimizaciju

Problemi nalazenja optimalnog resenja, zadaci optimizacije, srecu
se i reSavaju u svakodnevnom Zivotu. Na njih se nailazi skoro svuda, u
tehnickim i ekonomskim sistemima, u porodici, preduzecu, sportskom klubu
itd. Po prirodi su veoma raznovrsni. Problem mozZe biti: plan proizvodnje,
raspored porodicnog budzeta na dobra i usluge potrebne porodici, plan
odrzavanja termoagregata nacionalnog elektroenergetskog sistema, izbor
racunarske konfiguracije za firmu, planiranje transporta, nalazenje puteva u
telekomunikacionoj mrezi i mnogo toga drugog. Zajedno u svim tim
zadacima je covekovo implicitno nastojanje da pronade reSenje koje u
najvecoj mogucoj meri zadovoljava njegove Zelje, odnosno resenje koje mu
stvara najvecu korisnost.

Predmet ovih razmatranja su prevashodno oni problemi za koje
postoje manje ili vise dobro razradeni matematicki modeli ili za koje se takvi
modeli mogu napraviti. Konkretnije, predmet su modeli i metode
optimizacije za izabrane klase problema koji se Cesto srecu u praksi a
matematicki su relativno dobro obradeni. Pri tome treba uzeti u obzir da se
u teoriji optimizacije prevashodno trazi resenje postavijenog optimizacionog
zadatka i ne razmatra pitanje koliko postojeci matematicki model odgovara
realnom zadatku. Sa aspekta prakticnog primenjivanja rezultata upravo
provera da li je matematicki model dobra aproksimacija realnog problema
moze da bude od krucijalnog znacaja.

U ovom delu teksta daje se postavka zadatka optimizacije, izlazu
neke od mogucih klasifikacija zadataka i iznose osnovni klasicni pristupi
optimizaciji u nelinearnom programiranju.
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1. UVOD U OPTIMIZACIJU

1.1. Formulacija zadatka

Teorija optimizacije se bavi razvojem modela i metoda kojima se
nalaze optimalna reSenja matematicki formulisanih problema. Bilo koje
reSenje problema obelezavamo sa x. Po pravilu, x predstavlja n-torku
x = (xy, ..., x,). Komponente reSenja x;, j=1..n, nazivamo upraviljacke
promenljive ili promenljive odluke. Ustaljeno je da se optimalno reSenje
obelezava sa x* = (x;%,..., x,%).

Optimalno znaci najbolje. Da bi se za neko resenje reklo da je
najbolje, treba imati meru kojom se odreduje njegov kvalitet i koja
omogucava njegovo poredenje sa drugim moguéim reSenjima. U
matematickom modelu radi toga mora da postoji funkcija kojom se svakom
reSenju pridruzuje odgovaraju¢a vrednost koja predstavlja njegovu meru
kvaliteta. Ta funkcija pokazuje efikasnost izvrSenja zadatka radi postizanja
cilja 1 naziva se kriterijum, kriterijumska funkcija, funkcija cilja ili indeks ili
mera performanse. UobiCajeno se oznaCava sa f(x). Zadatak optimizacije je
nalazenje reSenja koje daje ekstremnu vrednost kriterijuma, najve¢u -
zadatak maksimizacije, ili najmanju - zadatak minimizacije, kao i
odredivanje odgovarajuée vrednosti kriterijuma.

Promenljive koje treba odrediti obicno su uslovljene medusobnim
relacijama i ogranicenjima. Matematicki izrazi kojima se predstavljaju ova
ogranienja nazivaju se zajednickim imenom skup ogranicenja. Svako
reSenje koje zadovoljava postojeca ogranienja naziva se dopustivim.
Dopustiva resenja formiraju skup dopustivih reSenja ili dopustvi skup D.
Dopustivi skup D je odreden sistemom ograni¢enja koje su obi¢no tipa
nejednacina

D={xeR"|g(x)<0,i=1,..m} (1.1)
gde je i - indeks ograniCenja, m - ukupan broj ogranicenja, i1 gi(x) - funkcije
ogranicenja.

Opsti zadatak optimizacije moze se postaviti na slede¢i nacin. Dat
je skup mogu¢ih upravljackih promenljivih D < R" i kriterijumska funkcija
fix). Treba na¢i x € D za koje funkcija f{x) dostize optimalnu (maksimalnu
ili minimalnu, odnosno ekstremnu) vrednost, tj. treba resiti slede¢i zadatak

opt f(x). (1.2)

xeD

U daljem tekstu mi ¢emo se implicitno baviti problemima
maksimizacije, odnosno zadacima nalazenja maksimuma funkcije f{x), §to ne
umanjuje opstost razmatranja jer se problemi minimizacije f{x) mogu
reSavati kao zadaci maksimizacije funkcije - f(x).

Postoje i drugi nacini pisanja zadatka optimizacije, kao na primer

max {fix)|xeD}.

Kao ilustraciju, navodimo slede¢u uobicajenu postavku zadatka
linearnog programiranja (LP):

Naci x koje maksimizira linearnu formu

z=cx (L.3)
pri ogranic¢enjima (p.o.)
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Ax<b (1.4)

x20
gde su koeficijenti u matemati¢kom modelu dati matricama:
=l ¢illins A= llwens &= Dillmsr -

Koeficijenti u matematiCkom modelu nazivaju se i parametrima
modela ili parametrima sistema a u opstem slucaju mogu da se oznace kao
jedinstveni skup parametara A.

Optimalno reSenje x * optimizacionog zadatka je ono za koje vazi

fix*) =2 fix), xeD. (1.5)

Vrednost kriterijuma f* = flx*) koja odgovara optimalnom resenju
naziva se optimalna vrednost ili optimum.

Ima autora koji pod optimalnim reSenjem ili optimumom
podrazumevaju par (x*f*), Sto se moze smatrati pitanjem konvencije.

Data definicija optimuma naziva se i globalnim optimumom, a
postavljeni zadatak zadatkom globalne optimizacije. Osnovni zadatak u
teoriji optimizacije jeste razvoj metoda za reSavanje zadataka globalne
optimizacije. Koliko se uspesno moze odgovoriti postavljenom zadatku
zavisi od osobina kriterijumske funkcije, tipa ogranicenja i primenjene
metode. Pritom postoji rizik da se primenom nekih metoda optimizacije na
odredene zadatke kao reSenje dobije takozvani lokalni optimum. Ovo ¢emo
ilustrovati slede¢im primerom.

Primer 1.1: Pretpostavimo da treba na¢i ono x za koje funkcija
prikazana na slici 1.1. postize maksimum.

v

0 Xt X X' X X3 X
Slika 1.1. Lokalni i globalni optimum

Na intervalu 0 < x < x; maksimum se postize u tacki x;" i iznosi
yi"=fx"). Kada se posmatra samo interval x; <x<x, , optimalna
vrednost 1, =fix,") se postize u x,’, dok je za interval 0 <x<x,
maksimalna vrednost funkcije u tacki x;*. Medutim, kada se posmatra ceo
prikazani interval [0, x3'], maksimalna vrednost funkcije je u tacki x;"
koja je granica intervala. Kazemo da u tatkama x; i x,  funkcija ima
lokalne maksimume, dok se globalni maksimum postize u tacki x* = x3".
*

Prethodni primer ukazuje na potrebu za definicijom lokalnog
optimuma, odnosno optimuma koji vazi samo na odredenom ograni¢enom
intervalu posmatranja.
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Neka je f - R" > R, x € D < R". Funkcija f{x) ima lokalni
maksimum u tacki x" ako za sve tacke definisane §—okoline |x - x| < § vazi

fix") = fix).

Ovom definicijom zavrSavamo osnovnu formulaciju opSteg
zadatka optimizacije. Govorec¢i isklju¢ivo sa matematickog aspekta teorije
optimizacije, posmatrani zadatak je apstrakcija i nije bitno da li je izmiSljen
ili predstavlja dobar model nekog realnog problema.

1.2. Klasifikacije problema

Za potrebe klasifikacije problema mogu se Kkoristiti razliciti
kriterijumi. Ovde ¢emo navesti samo nekoliko osnovnih klasifikacija.

Zavisno od toga da li postoje ograni¢enja na promenljive, razlikuju
se problemi:

e uslovne optimizacije, odnosno optimizacije u prisustvu

ogranicenja,

e bezuslovne optimizacije kada promenljive x; nisu medusobno

uslovljene jednacinama i/ili nejednacinama.

U zavisnosti od toga da li su parametri u optimizacionom problemu
poznati, slu¢ajnog karaktera ili neodredeni, razlikuju se

o deterministi¢ki zadaci

o zadaci stohasticke optimizacije

e zadaci optimizacije u uslovima neodredenosti.

Ovde ¢emo se baviti pretezno deterministickim zadacima koji
odgovaraju sistemima i problemima u kojima su parametri i procesi
deterministiCke prirode. Samo u najkra¢im crtama opisujemo neke od
osobina problema stohasticke optimizacije.

U stohastickim sistemima parametri sistema ili posmatrani proces
imaju slucajan karakter opisan metodama iz teorije verovatnoce i statistike.

Postoje dve velike grupe metoda stohastiCke optimizacije:
implicitne 1 eksplicitne metode.

Implicitne metode se mogu primenjivati samo za diskretne
stohasticke probleme u kojima je broj moguc¢ih reSenja relativno mali, tj.
takav da se svako reSenje moze analizirati. U primeni ovih metoda razlikuju
se sledeca tri osnovna koraka:

1. Odrede se sve moguce realizacije slucajnih velicina;

2. Urade se deterministicke optimizacije za svaku realizaciju;

3. Analiziraju se rezultati i izabere reSenje.

Tipicna primena ovih metoda je na probleme odluc¢ivanja u uslovima
neizvesnosti i rizika koji su modelirani stablom odlucivanja.

Eksplicitne metode stohastiCkog programiranja se primenjuju za
diskretne i1 kontinualne stohasticke probleme. Pritom se moze desiti da
stohasticku prirodu ima kriterijumska funkcija i/ili funkcije ogranicenja.
Optimizacioni zadatak se moZe postaviti na razlicite naCine.

Kada su parametri u kriterijumskoj funkciji stohasticke prirode,
uobicajena su sledeca dva pristupa.

a) Treba odrediti x tako da se dobije maksimum matematickog
oc¢ekivanja kriterijumske funkcije

max E [fx)]. (1.6)

xeD

b) Treba odrediti x tako da se dobije maksimum verovatnoce da je
kriterijumska funkcija veca od neke zadate vrednosti
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max Prflx)=/] (L.7)

U slucaju da parametri u funkcijama ogranicenja imaju slucajan
karakter nije izvesno da se izborom upravljackih promenljivih moze
obezbediti da ona uvek budu zadovoljena. Zato se formuliSe novi zadatak
optimizacije u kome se trazi da je verovatno¢a da ¢e ograni¢enje biti
zadovoljeno veca od neke zadate vrednosti.

Primer 1.2. Posmatrajmo zadatak linearnog programiranja u kome su
parametri u sistemu ogranicenja stohastiCke prirode. Treba odrediti
X = (x1,...,X,) tako da se maksimizira funkcija

n
z=.¢;x;
=i

p.o.

n
Zaijxj <b;, i=1,..m
=

x20, j=1,.,n.

U ovom slucaju se originalni zadatak transformiSe u novi
zadatak pri ¢emu se nova ograni¢enja formuliSu na osnovu zahteva da
originalna ograni¢enja budu zadovoljena sa odredenim zadatim
verovatno¢ama o, i = 1,...,m. To znaci da treba odrediti x = (xi,...,x,)
tako da se maksimizira funkcija

n
z= JZ=:1 ;X

n
Pr[Zaijxj <blza,i=1,.,m
p=

gde su a; € (0,1) zadate vrednosti.

Kada su slucajne veli¢ine samo desne strane nejednacina u sistemu
ogranicenja, tj. kada su slucajne prirode samo parametri b, i = 1,...,m, i to
tako da su opisani normalnim raspodelama sa parametrima p;=E [b/] i
o/ =Var [b], tada se postavljeni zadatak LP zamenjuje sledeé¢im
deterministickim zadatkom. Treba odrediti x = (xi,...,x,) tako da se
maksimizira funkcija

n
z=Y¢;x;
J=1

n

]al.jxj £,u,-+Kaia,« , i=1,..m

J

x20,j=1,..n,
gde se faktor poverenja K, odreduje iz uslova

b, —u,
Pri{K, < —}=a.
1
SF
Kada su a; slucajne veli€ine, deterministicki ekvivalent ima sloZenu
nelinearnu matematicku formu. ¢




Mirko Vujosevi¢ 7

Neizvesnost u razmatranim problemima moze biti tretirana i
drugim metodama a ne samo onim koji pocivaju na teoriji verovatnoce.
Krajem osamdestih i pocetkom devedesetih godina XX veka posebno se
izuCavaju metode tretiranja neizvesnosti pomocu teorije rasplinutih (fazi)
skupova [5].

Sledeca podela problema optimizacije je na

e fontinualne i

o diskretne.

U kontinualnim problemima upravljacke promenljive uzimaju
vrednosti iz skupa realnih problema. U diskretnim problemima postoji
dodatno ogranicenje da upravljacke promenljive mogu da uzmu samo
odredene diskretne vrednosti iz skupa realnih brojeva. Obicno se radi o
skupu celih brojeva, o skupu prirodnih brojeva i nule, ili o binarnom skupu
{0,1}.

Znacajnu klasu zadataka optimizacije predstavljaju problemi
optimalnog upravijanja sistemima. To su zadaci odredivanja upravljanja kao
funkcije vremena. Upravljanjem treba posmatrani sistem, uz postovanje
odredenih uslova i ograni¢enja, u nekom vremenskom intervalu prevesti iz
pocetnog u zeljeno stanje a da pri tome izabrani kriterijum, tzv. indeks
performanse, dobije ekstremnu vrednost. ReSenje zadatka optimalnog
upravljanja nisu brojevi ve¢ funkcije. To je bitna razlika u odnosu na do sada
razmatrane zadatke optimizacije. Nekom upravljanju, tj. nekoj odredenoj
vremenskoj funkciji, pridruzuje se broj koji oznacava kvalitet upravljanja.
Drugim rec¢ima, indeks performanse je preslikavanje skupa funkcija na skup
taCaka. Zadatak optimalnog upravljanja bi¢e ukratko opisan kasnije u
odeljku 1.5.

1.3. Potrebni i dovoljni uslovi za optimalnost

Od svih mogu¢ih reSenja koja zadovoljavaju ogranicenja
razmatranog problema, optimalno reSenje je ono koje daje ekstremnu
(maksimalnu, minimalnu) vrednost kriterijjumske funkcije. Samo u
najtrivijalnijim problemima je moguce ispitati sva dopustiva resenja i
njihovim prostim poredenjem utvrditi ono koje daje optimalnu vrednost.
Zbog toga je vazno razviti postupke kojima se mogu najpre generisati
kandidati za optimalno reSenje a onda i proveriti da li je neko od njih
optimalno. Ovi postupci se u klasi¢noj optimizaciji zasnivaju na utvrdivanju
i koris¢enju uslova koje treba da zadovolji i osobina koje poseduje
optimalno resenje.

Optimalno resenje ne mora da bude jedinstveno: vise reSenja mogu
da kao rezultat daju optimalnu (maksimalnu, minimalnu) vrednost
kriterijuma. U opstem slucaju korisno bi bilo pronaéi uslove koje neko
reSenje mora da zadovolji da bi bilo optimalno dok druga dopustiva reSenja
mogu ali ne moraju da zadovolje. Takvi uslovi se nazivaju potrebni uslovi za
optimalnost, odnosno potrebni uslovi optimalnosti.

Potrebni uslovi za optimalnost reSenja kada je kriterijumska
funkcija diferencijabilna razmatrani su jo§ u elementarnoj matematici. Neka
je fix) neprekidna funkcija ¢iji je i prvi izvod takode neprekidna funkcija.
(Za takve funkcije se kae da pripadaju klasi C'. Uopste, za neprekidne
funkcije ¢iji je n-ti izvod takode neprekidna funkcija kaze se da pripadaju
klasi C".) Ako se pretpostavi da se maksimum (minimum) funkcije f{x) ne

postize za x =too, onda se maksimum (minimum) moze pojaviti samo u



8 Uvod u optimizaciju

df (x
tackama u kojima je nagib J;( ) jednak nuli, slika 1.2. Prema tome,
x
potreban uslov za optimum je 7 = 0 za optimalnu vrednost x.
x
A
J&)
prevojna
lokalni tatka
maksimum g
naxsimum _f 0

dx

lokalni
minimum

»
>
X

Slika 1.2. Geometrijsko tumacenje uslova za optimalnost

Dovoljan uslov za optimalnost je onaj Cije zadovoljenje garantuje
da je posmatrano resenje optimalno; medutim, ako posmatrano resenje ne
zadovoljava dovoljan uslov za optimalnost, to ne znaci da ono mora da bude
neoptimalno. Samo ako reSenje zadovoljava uslov optimalnosti koji je
istovremeno i potreban i dovoljan moze se tvrditi da je optimalno, i obrnuto,
samo optimalna reSenja zadovoljavaju potrebne i dovoljne uslove za
optimalnost.

Kada je u tacki x~ zadovoljen potrebni uslov, tj. prvi izvod u toj
tacki jednak je nuli, dovoljan uslov se dobija na osnovu Cinjenice da drugi
izvod odreduje znak promene u okolini te tacke. To znaci da je dovoljan
uslov za maksimum da je drugi izvod negativan, tj, promena x* imala bi za
posledicu smanjenje funkcije; obrnuto, dovoljan uslov za minimum je da je
drugi izvod pozitivan.

Analogna razmatranja vaze kada se reSava zadatak bezuslovne
optimizacije funkcije fix) = flxi, ... , x,) koja je dvostruko diferencijabilna na
skupu D c R". Tejlorov razvoj funkcije fix) u tacki x=x"+h, gde je
X' =0, x,),ih= (h, ..., h)je

fox'+h) = fix") + ih.iJrizh h, o°f +.. (1.8)
j=1 ! axj Jj=lk=1 ! 6xj6xk
odnosno
1
S +h) - fix) = ' VAxT) + B W' G(xh + o’ (h)
gde je

Vfix) - gradijent funkcije f{x), vektor dimenzije 1xn

G(x) - Heseova matrica ili Hesijan, simetriCna matrica dimenzije
nxn sa elementima
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aZ
G/k = f
Ox ;0x;,

Iz definicije sledi da funkcija u ekstremnoj tacki ne treba da raste
niti opada. Da bi x" bilo ekstremna tacka, razlika f{x" + h) - fix") treba da je
za malo A priblizno jednaka nuli. To znaci treba da je

Vf(x+)=0 (1.9)
tj.
i:O , j=1,..,n.
axj

Prema tome, potreban uslov da je x" ekstremna tacka je VAx") = 0.
Dovoljan uslov se dobija iz zahteva da u svakom smeru oko x"
funkcija opada ako se trazi maksimum, odnosno raste ako se trazi minimum.

1
Posto je VAx") =0, znak promene je odreden vrednoséu 5 h'G(x"h, pa je
dovoljan uslov za maksimum da je ova vrednost negativna
1
3 h'GxHh <0, (1.10)

odnosno, da je G(x") negativno definitna forma. Kada se trazi minimum
funkcije, matrica G(x") treba da je pozitivno definitna.

Oba navedena uslova se odnose na lokalne optimume. Da bi oni
vazili i za globalne optimume, potrebno je da kriterijumska funkcija bude
konkavna (kada se trazi maksimum) ili konveksna (za zadatak minimizacije)
jer tada na posmatranom skupu postoji samo jedna ekstremna tacka koja
zadovoljava date uslove. Podsetimo da je funkcija f{x) konveksna na
posmatranom intervalu [x;,x,] ako vazi

Ax) < aflxy) + (1-a) fxz)
za svako a€[0,1] i svako xe[x;,x,] .

Navedena razmatranja ¢ine osnovu klasi¢nog pristupa resavanju
optimizacionih problema koji obuhvata slede¢e osnovne korake:

(1) naéi potrebne uslove koje mora da zadovolji optimalno
reSenje koriste¢i diferencijalne osobine funkcije u optimalnom
resenju;

(2) resiti jednacine koje Cine potreban uslov da bi se dobili
kandidati za optimalno resenje;

(3) testirati proveriti kandidate za optimalno reSenje koris¢enjem
testova za potrebne i dovoljne uslove.

Procedure koje se razvijaju na osnovu ovog pristupa nazivaju se
indirektne metode jer se njima optimalno reSenje pronalazi indirektno na
osnovu diferencijalnih osobina funkcije cilja ili funkcionala, a ne direktno na
osnovu vrednosti funkcije. U direktnim metodama se neposredno koriste
vrednosti kriterijuma i ograni¢enja datog problema da bi se sistematskim
rekurzivnim postupcima doslo do optimalnog reSenja. Nije uvek moguce niti
je neophodno da se napravi jasna razlika izmedu ovih metoda; u mnogim
optimizacionim procedurama kombinuju se oba pristupa.

1.4. Uslovna optimizacija i LagranZovi mnozitelji

Osnovne ideje za klasican pristup reSavanju problema uslovne
optimizacije pokaza¢emo na sledeCem relativno jednostavnom problemu
optimizacije funkcije dve promenljive u prisustvu jednog ograni¢enja. Ovaj
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pristup poznat je pod nazivom metoda Lagranzovih mnoZitelja.
Posmatra¢emo slede¢i zadatak:

Naéi x=(x,x;) tako da se postigne optimalna vrednost
kriterijumske funkcije

Sx1,x2) (1.11)
p-o.
glx1,x2) = by (1.12)

gde je b, konstanta a funkcije f i g su funkcije klase C° po x; i x, .
Pretpostavlja se da dopustivi skup nije prazan, tj. da postoje reSenja koja
zadovoljavaju postavljeno ograniCenje. OgraniCenja tipa (1.12) ukazuju na
¢injenicu da su promenljive x; i x, medusobno zavisne Sto je uobicajeni
slucaj u vecini realnih problema.

Pre nego $to se da postupak Lagranzovih mnozitelja za odredivanje
potrebnih uslova za optimalno reSenje razmotrimo jednostavan pristup koji
se nekada koristi ako je moguce eksplicitno resiti x; u zavisnosti od x, , npr.
x1= @(xy). U tom slucaju ¢@(x,) zamenjuje x; u (1.11) tako da se dobije
Ao(x2),x2) 1 zadatak svodi na bezuslovnu optimizaciju po x,. Ovaj pristup
ima veoma ogranicenu prakti¢nu primenu zbog sledecih nedostataka. Prvo,
nije uvek mogucée analiticki odrediti x;= @(x;), i drugo, njegova primena
moze biti znatno teza od primene Lagranzovih mnozitelja.

Odredimo najpre prve izvode kriterijumske funkcije i funkcije
ogranic¢enja po promenljivoj x;

dar _of o dx (1.13)

dx, 0Ox, 0x, dx

dg _db _,_ Og  Og dx, (1.14)
dx, dx, ox, Ox, dx

d
Da bi funkcija f'imala lokalni optimum u datoj tacki, i mora da

dx,
bude jednako nuli u toj tacki
9L Y A (1.15)
Ox, Ox, dx
Umesto ovog uslova korisniji bi bio potrebni uslov koji ne zavisi od dx,/dx; .
dx
Takva jednacina se lako dobija eliminacijom d—2 iz gornje tri jednacine.
X1

Pretpostavljajuci da parcijalni izvodi nisu jednaki nuli, dobija se
o g
e, O Oy (1.16)
dx, a9 %
0x, Ox,
Dakle, jednacine (1.12) i (1.16) su dovoljne da bi se odredile nepoznate x; i
X, koje odreduju stacionarnu tacku. Shodno tome, ovde bi analiza mogla da
se zavrsi ali je Cinjenica da su rezultati dati u nepreglednom obliku i nisu
pogodni za uopstavanje.
Zeljena modifikacija se dobija preuredenjem (1.16) uvodenjem
nove promenljive p na sledeci nacin
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ag d

Ox, Ox,
=t __ "2 1.17
g %% i
ox, 0ox,
tako da se sada dobijaju dve jednacine

KA (1.18)

ox, Ox,

o, 08

ox, ox,

Promenljiva p naziva se Lagranzov mnozitel;.

Na osnovu izvedene analize, radi uopstavanja i pojednostavljenog
pisanja uvodi se proSirena kriterijumska funkcija koja se zove Lagranzova
funkcija ili Lagranzijan kao funkcija originalnih promenljivih i mnozitelja p

Lx1x5p) = flxxo) + wgxnx) — by) . (1.19)
Potrebni uslovi za optimalno reSenje Lagranzove funkcije istovetni su sa
potrebnim uslovima za optimalno reSenje originalnog zadataka (1.11) —
(1.12), 4.

oL _ Gl N 8_g _0

— 1.20
ox, Ox, M@xl (1:20)
a_L:iJrua_g:o (1.21)
ox, Ox, Oox,

oL

E o g(x,x,)-b, =0 (1.22)
o

Na ovaj nacin je dobijen sistem od tri jednacine sa tri nepoznate
koji nekada moze biti resen i tako se dobijaju vrednosti za x;, x, i pn koje
odgovaraju stacionarnoj tacki Lagranzove funkcije.

U mnogim praktiénim problemima postoji realno tumacenje
Lagranzovog mnozitelja. Posmatrajmo sluc¢aj kada se trazi maksimum
funkcije f{x;,x,) koja predstavlja "dobit" u zavisnosti od "aktivnosti" x; i x; a
funkcija g(x;,x;) oznacava pridruzene "troskove". Tada Lagranzova funkcija
L(x1,x5n) = flxxy) + pglx,xy), pri ¢emu koeficijent troSkova p ima
negativnu vrednost, moze da se smatra kao penalizovana "dobit", t.
penalizovana mera performanse. Za neku konkretnu vrednost keoficijenta p
maksimum L[(x;*(p), x;*(u )] Lagranzove funkcije L(x;, xo,)t ) dobija se
reSavanjem jednacina (1.20) i (1.21). Vrednosti x;*(n) 1 x,*(1) za x; i x, daju
vrednost originalne kriterijumske funkcije f[(x*(u), x»,*(n )] i vrednost
funkcije "troskova" g[(x1* (W), x2*(u)].

Sada bi trebalo odrediti test kojim bi se utvrdila priroda stacionarne
tacke koja se dobija primenom izlozene analize. Taj test se razvija na
analogan nacin kao za bezuslovnu optimizaciju ali je znatno sloZeniji i tezi
za uopstavanje i zbog toga prevazilazi namere ovog rukopisa.

Uopstenje metode Lagranzovih mnozitelja na slucaj kada
kriterijumska funkcija ima vise od dve promenljive i kada postoji vise
ograniCenja tipa jednako, radi se na slede¢i naCin. Neka je zadatak naci
x = (x1,...,X,) tako da se maksimizira kriterijumska funkcija f{x)

fx)

p.o.
gx)=>b;,i=1,...,m.
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pri ¢emu su fix) i gi(x) , i=1, ... ,m date funkcije n promenljivih (skalarne
funkcije vektorskog argumenta) za koje se pretpostavlja da su
diferencijabilne.
Najpre se formira Lagranzova funkcija
m
Lx, w) =fx) = 21, (gix) — b)) (1.23)
i=1

gde je p=(U1,..., Un) vektor Lagranzovih mnozitelja p; i = 1,..., m. Potrebni
uslovi za optimalno reSenje Lagranzove funkcije su

Z %—0 j=1.. (1.24)
6x xj
oL —=g((x)-b=0, i=L..m (1.25)
oM,

Navedene relacije koje treba da ispuni resenje da bi bilo optimalno
nazivaju se Karu$-Kun-Takerovi (Karush, Kuhn, Tacker) uslovi.

Sledece uopstenje metode Lagranzovih mnozitelja odnosi se na
slucaj kada postoje ogranic¢enja tipa nejednakosti.

Posmatrajmo zadatak uslovne optimizacije u kome treba naci
x = (xy,..., X,) tako da se maksimizira kriterijumska funkcija f{x)

Sx)

p-o.

gix)-b:<0,i=1,....m

x2>0.
pri cemu su fix) i g{x), i =1,...,m date funkcije n promenljivih (skalarne
funkcije vektorskog argumenta) za koje se pretpostavlja da su
diferencijabilne.

I u ovom slucaju se na pocetku formira Lagranzova funkcija

Lix. p) =)~ ilu,- (gx) — b)

gde je pu= (i, ... W) vektor Lagranzovih mnozitelja p;, i = 1,...,m.

Resenje x* =(x*,, ... x*,) moze biti optimalno reSenje problema
nelinearnog programiranja samo ako postoji m brojeva py,..., W, takvih da
su zadovljeni sledeci uslovi

n
l.i—Zul({iSO

ﬁxj i-1 X

m ag
2. x d
Eax Dy

i=1 ./

] nax=x*zaj=1...,n

3. gi(x*) <0,i=1,...,m

4, W gi(x*)=0, i=1,.,m
5. x%20, j=1,.,n
6. k=0, i=1,.,m

Ovo su Karus-Kun-Takerovi (Karush, Kuhn, Tacker) uslovi za
optimalnost reSenja zadatka nelinearnog programiranja. Uslovi 3,4, i 5
obezbeduju dopustivost reSenja. Ostali uslovi eliminiSu vec¢i broj dopustivih
reSenja da budu kandidati za optimalno resenje. Kao Sto je ve¢ receno,
zadovoljenje Karus-Kun-Takerovih uslova ne garantuje da je reSenje
optimalno. Ako su gy(x) konveksne funkcije i f{x) konkavna funkcija, onda
su navedeni KKT uslovi i dovoljni.
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1.5. Problem optimalnog upravljanja

Problem optimalnog upravljanja je odredivanje funkcije
upravljanja kojom se posmatrani sistem prevodi iz pocetnog u Zeljeno stanje
na nacin koji se smatra najboljim u odnosu na izabrani kriterijum.

Oznac¢imo pocetni trenutak 7y, pocetno stanje sistema vektorom
so = s(t) 1 Zeljeno stanje vektorom s; = s(¢;). Upravljanje koje treba odrediti
je vektor u = u(f). Neka je dinamika sistema opisana sistemom jednacina

s'= @ (s,u,A) (1.26)

gde A oznacava skup parametara sistema.

Upravljanju u(?) koje sistem prevodi iz stanja sy u stanje s
pridruzuje se vrednost J(s,u) koja zavisi od krajnjeg stanja i putanje po kojoj
je sistem prelazio iz jednog u drugo stanje

J(O.u(0) = Ji(s1, 11, A) + ’; W (s(0), u(t); A) dt (1.27)

Funkcija J(s,u) naziva se funkcional, a u teoriji upravljanja mera ili indeks
performanse.

Ogranicenja na upravljanje i stanje sistema, u opStem sluc¢aju mogu
biti

Li(sy, 11, A) + LZ L (s(8), u(t); A) dt <0 (1.28)

i/ili

Ly(s(f),u(t); A)<0 (1.29)
gde su L, L, i L skalarne ili vektorske funkcije.

Zadatak optimalnog upravljanja je odredivanje u(f) koje daje
maksimalnu vrednost funkcionala J(s,u) pri datim ograni¢enjima. Uo¢imo da
se funkcionalom, koji je analogan kriterijumskoj funkciji u statickim
zadacima optimizacije, upravljanje u(?), koje je funkcija, preslikava u jednu
tacku u kriterijumskom prostoru.

U nekim zadacima se trazi istovremeno odredivanje upravljanja
u(f) 1 parametara sistema 4. Ne samo u tim slu€ajevima, nego uopste,
matematicki modeli realnih dinamickih sistema upravljanja su retko takvi da
se ovako postavljeni zadatak moze resiti analiticki. Zato se preduzimaju
razli¢ite aproksimacije od kojih je najéeS¢e zamenjivanje kontinualnih
modela diskretnom formom i njegovo reSavanje numerickim metodama.

Posto se u ovoj knjizi razmatraju skoro iskljucivo stati¢ki problemi,
samo radi ilustracije ovde se navodi postavka klasi¢nog "problema
brahistohrone". Radi se o problemu krive najkraceg vremena ili krive
najbrzeg spusta koji je formulisao Johan Bernuli 1696. g. i za koji se vezuje
radanje teorije optimalnog upravljanja [4].

Primer 1.3. Pretpostavimo da materijalna tacka mase m poéne u
trenutku ¢ =0 da se krece iz tacke 4(0,0) ka tacki B(a,b) pod uticajem
Zemljine teze 1 bez trenja, slika 1.3. Pitanje je kojoj putanji odgovara
minimalno vreme kretanja materijalne tacke.
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A a
0 X
] vx
SY ‘
v
b B
y
A

Slika 1.3. Problem brahistohrone

Iz zakona o odrZanju energije imamo da je posle vremena ¢ u tacki
(x,y) promena kineticke jednaka promeni potencijalne energije

2

— mv° =mgy.
2
Dalje
V=l vy2
& b

V. = , V., = .
Yoodt Toodt

Iz druge jednacine se dobija

o<ie(2) |2

i kada se zameni u prvu dobija se

1
273
dt:L[“y }dx

V2gl v

Integraljenjem se dobija vreme kretanja
1

el

uz uslove »(0) =0 i y(a) =b. Zadatak je naci y =y(x) za koje je T
minimalno. ¢

Od kontinualnih dinamickih zadataka optimizacije posebno su
izuCavani zadaci tipa:
Odrediti funkciju y = y(x) tako da funkcional

J0) =[" £ (x, 3,3 )dx (1.30)

ima ekstremnu vrednost pri ¢emu treba da su ispunjeni uslovi:
(@) = ya, Y(b) = yp, v €C%, gde su y, i y) date vrednosti, a C* oznalava
klasu funkcija sa neprekidnim drugim izvodima. Potreban uslov za
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ekstremum ovog funkcionala je da y(x) zadovoljava Ojlerovu
jednacinu

i(ij—ﬂzo . (131)
dx\oy') oy

Iz ove jednacine se dobija da je za problem brahistohrone resenje
cikloida, kriva koju opisuje tacka na krugu koji se kotrlja po ravnoj podlozi

[1].
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