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UVOD U OPTIMIZACIJU

JEDNOKRITERIJUMSKA OPTIMIZACIJA

Opsti pristup u metodama jednokriterijumske optimizacije polazi od
formiranja adekvatnog matematickg modela za realni problem koji se
razmatra. Matematicki model nam sluzi za izvodenje potrebnih analiza na
osnovu kojih mozemo do¢i do trazenih odgovora u vezi sa postavljenim
problemom. Na osnovu eksperimentisanja na matematickom modelu treba
zakljuciti koje je reSenje najbolje i njega treba predloziti donosiocima
odluke da ga implementiraju u praksi. U ovom kontekstu ne¢emo insistirati
na razlici u terminima reSenje i odluka ali se grubo moze reci da se prvi
odnosi na rezultat dobijen matematickom analizom a drugi na konacni
rezultat koji zavisi o vlasnika problema, odnosno donosioca odluke.

Postoji vise u sustini vrlo sli¢nih opstih principa koji se preporucuju u
fazi izgradnje matematickog modela a ovde ¢emo samo u najkrac¢im crtama
prikazati nekoliko osnovnih elemenata ovog dela u procesu resavanja
problema.

Cilj je razlog zbog koga se javlja i reSava problem odlucivanja. Cilj
proizilazi iz namere da se neSto ostvari ili postigne. On treba da je jasno
iskazan i na poc¢etku moze biti formulisan zahtevima koji se postavljaju od
strane vlasnika problema. Ovi zahtevi mogu biti iskazani kvalitativno kao
napr: “Obezbediti neprekidnu i ekonomski efikasnu proizvodnju uglja,” ili
“Osigurati S$to vecu sigurnost radnika na poslu”. Cilj moze biti iskazan i
preciznije, npr: “Smanjiti prose¢ne troskove proizvodnje uglja po jednoj toni
za 15% u narednih godinu dana,” ili “U narednih Sest meseci kupiti rezervne
delove za potrebe odrzavanja za odobreni budzet od N dinara sa namerom da
se postigne §to veca operativna gotovost opreme”.

Upravljacke promenljive se odnose na odluke koje moze da donese
onaj koji namerava da ostvari postavljeni cilj. U problemu koji se razmatra
treba jasno uoditi na Sta se moze i kako uticati, odnosno §ta je pod kontrolom
donosioca odluke a $ta nije. Upravljacke promenljive mogu biti: investicije u
opremu ukljucujuéi koli¢ine novca i dinamiku ulaganja, koli¢ine rezervnih
delova i sli¢éno. U matematickom modelu se obi¢no predstavljaju vektorom
koji se obelezava sa

X=(X1 oo s Xy oen s Xp).

Analiticar problema i donosilac odluke treba da odrede konkretne
vrednosti za svaku upravljacku promenljivu x;, j=1,...,n. Odgovaraju¢i
vektor x nazivamo resenje ili odluka. Skup resenja oznaci¢emo sa D.

U problemima koji se razmatraju u okviru ovog projekta treba imati na
umu da upravljacke promenljive x; mogu da budu zavisne od vremena, tj. da
su problemi zamene po prirodi dinamicki $to znatno otezava i matematicko
modeliranje i reSavanje problema o ¢emu ¢e kasnije biti vise reci.

Kriterijum ili kriterijumska funkcija f(x) je funkcija koj preslikava
skup resenja D u skup S vrednosti ishoda koji pokazuju stepene ostvarenja
postavljenog cilja f: D — S. Prema tome, f{x) predstvalja meru kvaliteta
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reSenja x. Ako je ishod na osnovu kojeg se meri kvalitet reSenja tipa dobiti,
onda je bolje ono resenje koje daje vecu vrednost kriterijumske funkcije.
Najbolje resenje je ono koje daje maksimalnu vrednost kriterijumske
funkcije. Analogno tome, u slucaju kada se posmatraju ishodi tipa troskova,
bolje je ono reSenje koje daje manju vrednost kriterijumske funkcije a
najbolje je ono koje daje najmanju vrednost f{x). Neki autori nazivaju f{x)
funkcijom cilja ili funkcijom namere S§to je pitanje terminologije i ovde ne
treba razmatrati moguce razlike u znacenjima vec¢ je bolje njih koristiti kao
sinonime.

Najbolje resenje se naziva optimalno reSenje 1 obi¢no se oznacava sa
x*. Zadatak jednokriterijumske optimizacije je zadatak nalazenja optimalnog
reSenja. On se formalno postavlja na slede¢i nacin:

Zadatak Z.1.
Odrediti vektor x = (xi, ..., x,,) tako da funkcija f{x) ima optimalnu
(maksimalnu ili minimalniu) vrednost, tj. resiti slede¢i matematicki zadatak
opt {fix) | x eDj}. (z.1)

Resenje ovog zadatka je x*. Njemu se pridruZzuje optimalna vrednost
kriterijuma f* = fix*).

Opsti oblik zadatka Z.1. pretpostavlja da su u fazi modeliranja realnog
problema resena sledec¢a dva bitna problema. Prvi je utvrdivanje zavisnosti
ishoda, odnosno kriterijuma, od upravljackih promenljivih, odnosno
definisanje funkcije f{x). Ovo se po pravilu radi na osnovu poznatih
prirodnih ili ekonomskih zakonitosti koji vladaju u razmatranom sistemu.
Medutim, Cesto nema tac¢nih naucnih zakona koji pokazuju uticaj neke
upravljacke promenljive na vrednost kriterijuma. Tada se koriste merenja,
statisticke obrade ili ekspertne procene. Njima se utvrduju oblik funkcije
zavisnosti (npr. linearna, polinomna, eksponencijalna itd) i parametri ovih
funkcija. U tom smislu, veoma je vazno razlikovati parametre sistema na
koje analiticar ne moze uticati od upravljackih promenljivih koje su pod
njegovom kontrolom. Obazrivost je potrebna zbog toga S$to su u nekim
sistemima parametri podlozni promenama dok se za neke promenljive ne
moze jasno utvrditi da li su pod kontrolom donosioca odluke ili ne. Oblik i
karakter kriterijumske funkcije znatno uti¢e na algoritme za nalazaenje
optimalnog resenja.

U vezi sa odredivanjem kriterijumske funkcije kasnije ¢e biti vise reci
a ovde nazna¢imo samo par opstih primedbi. U reSavanju sli¢nih problema
metodama jednokriterijumske optimizacije kao polazna tacka koriste se
ekonomski ciljevi organizacije. Zatim se utvrdjuju nacini njihovog merenja,
ra¢unanja ili procenjivanja. Mada se obi¢no kao ekonomski cilj posmatra
profit 1 njegovo uvecanje, nekad se analiza ograniCava na posmatranje
tro§kova poslovanja (proizvodnje) i kao cilj usvoja da troskovi po jedinici
proizvodnje treba da budu Sto nizi. Dakle, troSkovi po jedinici proizvodnje
uproseceni na planski period od godinu dana mogu da se koriste kao
kriterijum na osnovu koga se pronalazi najbolje reSenje. Radi toga, za svako
moguce reSenje potrebno je razraditi metodologiju merenja, racunanja ili
procenjivanja ovih tro§kova. Pri tome se mora voditi ra¢una da se troSkovi
menjaju u vremenu.

Drugi problem u vezi sa zadatkom Z.1. jeste odredivanje skupa
moguéih  upravljackih  vektora.  Prvobitni  matematicki  modeli
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jednokriterijumske optimizacije pretpostavljaju da je D = R", odnosno da su
upravljacke promenljive x; realni brojevi. Takvi zadaci se nazivaju zadaci
optimizacije bez ogranicenja i oni se u praksi relativno retko srecu. U
praktiénim problemima su vrednosti upravljackih promenljivih obicno
ograni¢ene na neke podskupove skupa realnih brojeva. Na primer, moze se
zahtevati da neka upravljacka promenljima zbog svoje prirode pripada skupu
celih brojeva a neka druga skupu {0,1}. Pored toga, neke promenljive mogu
biti medusobno uslovljene. Na primer, sredstva za nabavku potrebnih
rezervnih delova mogu biti fiksirana tako da se kupovinom odredenog dela
utice na mogucnost kupovine drugih delova.

Navedena ogranic¢enja se zavisno od njihove prirode matematicki pisu
na razlicite nacine. Uobicajeno je da se ona zapisu skupom relacija tipa

gx)<b;,i=1,...,m.
Ovaj skup jednacina i nejednacina naziva se skup ogranicenja a funkcije
gi/(x) funkcije ogranicenja. U nekim slucajevima odnosno za neko i se
umesto relacije < javlja relacija > ili =. ReSenja koja zadovoljavaju navedeni
skup ograni¢enja formaraju skup dopustivih resenja D.

U tekstu koji sledi pretpostavicemo da je kriterijumska funkcija tipa
troSkova, odnosno da treba naci reSenje koje daje Sto manju vrednost f{x).
Zadatak optimizacije sada se moze formulisati na sledeci nacin:

Zadatak Z.2.
Odrediti vektor x = (xy, ..., x,) tako da funkcija f{x) ima minimalniu
vrednost, tj. resiti slede¢i matematicki zadatak
min {fx) | g(x)<b;,i=1,...,m x eR"} . (2.2)

Kao 1 ranije, resenje ovog zadatka obelezava se sa x*. Njemu se pridruzuje
optimalna vrednost kriterijuma f* = fix*). Kazemo da je x* optimalno
reSenje zadatka Z.2. ako ne postoji ni jedno drugo x iz skupa dopustivih
reSenja D tako da je fix) < f(x¥).

Zadatak Z.2. predstavlja opsti oblik zadatka jednokriterijumske
optimizacije koji se zove i zadatak globalne optimizacije jer su u ovoj
postavei funkcije fix) 1 gi(x) proizvoljne. Medutim, zavisno od oblika
funkcija fix) 1 gi(x) prave se klasifikacije zadataka optimizacije i razvijaju
pogodne grupe algoritama za njihovo reSavanje u okviru posebne
matematicke discipline koja se naziva matematicko programiranje. Na
primer, ako su f{x) i gi(x) linearne funkcije, onda je zadatak Z.2. zadatak
linearnog programiranja i za njegovo reSavanje postoje efikasni algoritmi.
Napomenimo jos da se u slucaju kada je kriterijumska funkcija nelinearna ali
separabilna po promenljivima Cesto koristi dinamicko programiranje kao
efikasna metoda za nalazenje optimalnog resenja.

Modeliranje problema odlu¢ivanja kao zadatka jednokriterijumske
optimizacije ima viSe dobrih osobina. Pre svega, u okviru matematickog
programiranja razvijeno je puno efikasnih algoritama za reSavanje
karakteristi¢nih tipova zadataka. Za ove algoritme postoje pouzdani i dobro
testirani softveri, bilo da su besplatni ili komercijalno raspolozivi. Za
probleme globalne optimizacije koriste se i takozvane meta heuristike
kojima se po pravilu dobija dobro resenje cak i u slucajevima vrlo teskih
problema (nelinearnih, nekonveksnih i/ili kombinatornih).

Slede¢a prednost metoda jednokriterijuske optimizacije sastoji se u
tome §to se u optimizacionim zadacima za koje postoje egzaktni algoritmi
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reSavanja moze osnovano tvrditi da je dobijeno resenje optimalno. Naravno,
ovo resenje je optimalno reSenje modela a za realni sistem je u onoj meri
dobro u kojoj je model dobra predstava stvarnog problema.

Za zadatke globalne optimizacije za koje ne postoje egzaktni algoritmi
koji garantuju optimalno resenje, kori§¢enjem savremenih metaheuristika
mogu se razviti efikasni algoritmi. Njihovom primenom se dobijaju reSenja
koja su bliska optimalnom a u vecem broju slucajeva su bas i optimalna.
Nekada se moze precizno odrediti koliko je najvece moguce odstupanje
optimalne vrednosti kriterijjuma od one postignute reSavanjem pribliznim
algoritmom. Oslanjaju¢i se na model i zadatak optimizacije, analiticar
odluke moze da zastupa i odbrani stav da je reSenje koje daje reSavanjem
zadatka najbolje moguce.

Nedostatak metoda jednokriterijumske optimizacije u prakticnim
primenama proizilazi najpre iz problema razvoja odgovarajuceg
matematickog modela i nemoguc¢nosti da model u potpunosti verno opise
realni problem. Veoma cesto je vrlo teSko ili skoro nemogucée matematicki
precizno opisati sve interakcije koje postoje u realnom problema a koje
mozda uticu na kvalitet reSenja.

Drugi nedostatak metoda jednokriterijumske optimizacije proizilazi
upravo iz Cinjenica da se kvalitet reSenja ocenjuje samo na osnovu jednog
kriterijuma. U slozenim sistemima to je vrlo retko slucaj: donosioci odluke
pri reSavanju svojih problema u praksi uvek imaju na umu, eksplicitno ili
implicitno, vise razlicitih kriterijuma od kojih su neki medusobno konfliktni.
Ovaj problem uocen je u isto vreme kada su poceli da se razvijaju i
primenjuju metode jednokriterijumske optimizacije. Da bi se ostalo u
domenu jednoskriterijumske optimizacije i time iskoristile njene prednosti a
pri tome matematickim modelom S§to vernije opisao stvarni problem,
razvijani su razli¢iti pristupi.

Najraniji pristupi polazili su od pretpostavke da donosilac odluke
moze eksplicitno da iskaze svoje zahteve tako $to jedan od ishoda proglasi
kriterijumom, a ostale ograniCenjima koje treba da zadovolji optimalno
reSenje. Analizom osetljivosti i postoptimalnom analizom moze da se dobije
bolji uvid u problem kao i moguénost menjanja prvobitno dobijenog
zadatka. Ovakvi postupci su u originalnoj literaturi nazvani analiza razmene
(trade off analysis) a na srpski jezik su prevedeni i kao analiza traZenja
kompromisa.

Slede¢i pristup iz oblasti jednokriterijumske optimizacije je analiza
troSkova i dobiti (cost benefit analysis) u kojoj se svi efekti, pozeljni i
nepozeljni, izrazavaju novCanim jedinicama a onda bira odluka koja
maksimizira razliku izmedu Zeljenih i nezeljenih efekata. Ova metoda se
primenjuje kao standard u analizi projekata i odlu¢ivanju o investicionim
poduhvatima i u tom smislu je najinteresantniji i najznacajniji je klasicna
metoda.

VISEKRITERIJUMSKA ANALIZA

Kao S§to je ranije naznaceno, modeli za nalaZenje optimuma jedne
kriterijumske funkcije su obi¢no samo aproksimacija realnih problema u
kojima donosilac odluke mora da vodi racuna o vise ciljeva. Ovaj deo teksta
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posvecen je matematickim modelima i metodama koje treba da pomognu
donosiocu odluke u analizi i izboru resenja na osnovu vise kriterijuma koji
se istovremeno razmatraju. Pritom, kao i u slucaju jednokriterijumske
optimizacije, donosilac odluke implicitno zadrzava slobodu da prihvati,
promeni ili odbaci reSenje dobijeno na osnovu matematickog modela
optimizacije.

Metode koje od samog pocetka formiranja matematickog modela za
odredeni realni problem vode rac¢una o vise ciljeva istovremeno razvijaju se
u oblasti visekriterijumske optimizacije (VKO). Ovaj deo matematickog
programiranja svoj buran razvoj ima od kraja sedamdesetih godina
dvadesetog veka.

Ima viSe razloga koji uticu na to da su problemi VKO po prirodi
sustinski drugaciji u odnosu na probleme jednokriterijumske optimizacije.
Osnovni je bas u tome $to se svi faktori koji uti€u na odluku, odnosno svi
ishodi koje bi imalo eventualno reSenje, posmatraju kao kriterijumi Cije
vrednosti treba da budu optimalne. Dakle, treba naci naSenje koje je najbolje
po svim razmatranim kriterijumima istovremeno a ¢injenica je da su neki od
njih u skoro svim problemima odlu¢ivanja medusobno delimicno ili potpuno
konfliktni. Pored toga, razmatrani kriterijumi mogu po svojoj prirodi biti
veoma raznorodni i izrazeni u razli¢itim mernim jedinicama, od nov¢anih
jedinica, preko jedinica fizickih veli¢ina, do verovatnoca ili subjektivnih
procena datih po nekoj skali koja se formira za konkretni problem. Sve ovo
ukazuje da konacno jedinstveno reSenje ne moze da se odredi bez ucesca
donosioca odluke.

Zadatke visekriterijumske optimizacije u sluc¢ajevima kada se
razmatraju vazne odluke kao §to su odluke u vezi sa kapitalnim ulaganjima u
opremu za eksploataciju uglja, karakteriSe relativno veliki broj kriterijuma,
ne dva ili tri nego deset ili vise. Sto je broj kriterijuma veéi, zadaci analize su
sloZeniji i tezi. U odlucivanju ucestvuje veci broj pojedinaca ili grupa i svi
oni favorizuju svoje sisteme vrednosti, odnosno kriterijume koji najbolje
odslikavaju interese grupe kojoj pripadaju. Radi efikasnijeg analiziranja
odluke i pronalaZenja pogodnog resenja kriterijumi se grupiSu. Uobicajene
su sledece grupe kriterijuma:

e ckonomski,

e tehnicki,

e tehnoloski,

e socijalnii

e ckoloski.

Prema nameri donosioca odluke, odnosno prema problemu koji treba
da resi, visekriterijumski zadaci se klasifikuju u sledece tri grupe:

e zadaci viSekriterijumske optimizacije kojima se reSavaju
problemi odredivanja podskupa reSenja koja zadovoljavaju
odredene uslove i/ili izbora jednog reSenja iz ovog podskupa,

e zadaci viSekriterijumskog ili viSeatributnog rangiranja kojima
se reSavaju problemi odredivanja potpunog ili delimi¢nog
redosleda, rang liste, reSenja koja pripadaju kona¢nom i
prebrojivom skupu;

e zadaci visekriterijumske ili viSeatributne selekcije kojima se
reSavaju problemi izbora odredenog broja reSenja koja
pripadaju kona¢nom i prebrojivom skupu.



6 Uvod u optimizaciju

Ovde Ce se razmatrati prevashodno zadaci prve grupe, tj. zadaci VKO,
uz napomenu da je vecina bitnih osobina problema i osnovnih pristupa
reSavanju u sustini ista za sve tri grupe problema. Koristi¢emo istu notaciju i
terminologiju kao i u prethodnom tekstu:

X =(xy, ..., X; ..., xn) - reSenje, vektor upravljackih promenljiva,

promenljiva odluke, alternativa ili odluka.

D - dopustivi skup ili skup dopustivih reSenja

fi: R" —> R - kriterijumska funkcija ili funkcija cilja, k= 1,...,p

gi: R" — R - funkcija ogranicenja, i = 1,...,m.

Po uzoru na zadatak jednokriterijumske optimizacije, opsti oblik
zadatka visekriterijumske optimizacije formuliSe se na sledeci nacin.

Zadatak Z.3
Odrediti vektor x = (x, ..., x,) tako da sve kriterijumske funkcije fi(x),
k=1,...,p, imaju optimalnu (minimalnu ili maksimalnu) vrednost, tj. resiti
slede¢i matematicki zadatak
opt { (fi(x)...., f(x),..., f(x) )| x eDcR" } (Z2.3)
D={xeR"|gx)<0,i=1,..,m}

Ako se sa f{x) oznaci vektor kriterijumskih funkcija

SX) = (h(x),.., flX),.... [(X)).
i ako se kao i ranije pretpostavi da su kriterijumske funkcije troSkovnog
tipa, onda se zadatak VKO moze napisati na sledec¢i nacin:
Odrediti x = (xy, ..., x,) kao reSenje sledeceg zadatka optimizacije

min { fix) |xeD c R"}.
Ovo je razlog Sto se zadatak VKO naziva i zadatkom vektorske
optimizacije.

U vezi sa ovako postavljenim zadatkom VKO treba uociti da
pretpostavka da sve funkcije kriterijuma treba minimizirati ne ogranicava
primenljivost ovog modela jer se zadatak u kome neku od funkcija treba
maksimizirati prevodi u zadatak minimizacije negativne vrednosti te
kriterijumske funkcije.

Prvi korak u VKO jeste ispitivanje da li u dopustivom skupu postoje
reSenja koja daju maksimalne vrednosti za svaku kriterijumsku funkciju
ponaosob. Odredivanje tih resenja x** , k=1, ..., p, postize se reSavanjem
odgovarajucih pojedinacnih optimizacionih zadataka.

Resenja koja se dobijaju reSavanjem sledec¢ih pojedina¢nih nezavisnih
zadataka

min fi(x) , k=1,.p
xeD

oznadavaju se sa X** k=1,...p, i nazivaju se marginalna resenja zadatka
VKO. Odgovaraju¢e optimalne vrednosti pojedinacnih kriterijuma su
S = filxd®).

Za zadatke VKO u kojima se sva marginalna reSenja poklapaju kaze
se da postoji savrSeno resenje.

Savrseno reSenje x*eD je ono reSenje za koje sve kriterijumske
funkcije istovremeno postizu minimum

filx®) < fulx) , xeD, k=1,...p.
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Jasno je da su u praksi retki sluc¢ajevi kada postoji savrSeno resenje
zadatka VKO. Razlike u kriterijumima, a pogotovu njihova potpuna ili
delimi¢na konfliktnost, predstavljaju sustinu problema VKO. Zato je
koncept savrSenog reSenja veoma ograni¢enog teorijskog i prakti¢nog
znacaja.

Donosilac odluke treba na kraju da usvoji neko resenje. ResSenje koje
prihvati donosilac odluke naziva se najbolje ili preferirano resenje.

Zadatak je VKO da pomogne dosiocu odluke da izabere resenje koje
smatra najboljim u datom problemu. Zato se napori ka reSavanju
postavljenog visekriterijumskog problema cesto nazivaju viSekriterijumska
analiza.

Cinjenica da zadaci VKO po pravilu nemaju savrieno resenje upuéuje
na preispitivanje koncepta optimalnosti u kontekstu postojanja viSe
kriterijuma. Drugim re€¢ima, posto ne postoji reSenje koje je najbolje po svim
kriterijuma istovremeno, nema opravdanja da se za neko resenje kaze da je
optimalno. Zato se u VKO koristi novi koncept za ocenu valjanosti reSenja
koji se naziva koncept Pareto optimalnosti.

Osnovni pojam u konceptu Pareto optimalnosti je dominantno reSenje
koje se jos naziva: efikasno, dominiraju¢e, nedominirano, Pareto optimalno
reSenje 1 Pareto optimum zadatka VKO. Definicija dominantnog resenja je
sledeca.

Resenje x* € D je dominantno reSenje zadatka VKO ako ne postoji
x € D tako da je

Jix) <filx®), k=1,...p

pri ¢emu bi bar za jedno ¢ € {1,2,...,p} vaZila stroga nejednakost

Jox) <fo(x¥) .

Drugim rec¢ima, u dopustivom skupu ne postoji reSenje koje bi bilo
bolje od dominantnog bar po jednom kriterijumu, a da pritom nije gore ni po
jednom od ostalih kriterijuma. To znac¢i da bi poboljSavanje bar jednog
kriterijuma u odnosu na dominantno reSenje bilo pradeno pogorSavanjem
nekog od drugih kriterijuma.

Znacaj koncepta Pareto optimalnosti sastoji se u tome §to racionalni
donosilac odluke ne¢e birati reSenje koje nije dominantno. Zato je vazno da
se pri razvoju metoda VKO vodi racuna da resenja koja se dobijaju budu
dominantna. Lako je pokazati da je svako marginalno resenje x** kandidat
da bude dominantno. Stvarno, po definiciji je fi(x**) < fi(x) $to znaci da ne
postoji xeD tako da je fi(x) </fix'*). Pored toga, ocigledno je da je
savrSeno resenje dominantno.

Donosilac odluke ¢ée izabrati najbolje reSenje na osnovu vrednosti
kriterijuma. Zato je uputno zadatak VKO analizirati upravo na tom skupu.

Skup S svih vrednosti koje uzima vektor kriterijumskih funkcija na
dopustivom skupu D naziva se kriterijumski skup, skup placanja, skup
ishoda ili skup vrednosti kriterijuma

S={((ix), ... fp(x)) |xeD}={fix)|xeD}.

Vektor kriterijuma, odnosno elemenat skupa S obelezava¢emo ukratko
isaf=(f.. fo. fp) 1 radi jednostavnosti po potrebi nazivati tackom u
skupu S.

U kriterijumskom skupu S definiSu se dominantne i slabo dominantne
vrednosti vektora kriterijuma, odnosno dominantne i slabo dominantne
tacke.
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Tacka f* je dominantna ako ne postoji f € S tako da je

fe<S i k=12,..p
pri ¢emu bi bar jedno ¢ € {1,2,...,p} vazila stroga nejednakost

Jo <Jg*-
Veza izmedu dominantnih reSenja i dominantnih tacaka je sledeca:
Tacka f* je dominantna ako i samo ako postoji dominantno reSenje x*
tako da vazi

fi*=filx®), k=1,...p.

Na skupu S se mogu uociti i objasniti osnovni pojmovi i osobine
pojedinih zadataka VKO. U ovom kontekstu znacajna je analiza
konveksnosti skupa S jer ako skup S ima osobinu konveksnosti, onda se
moze zakljuciti da neke od primenjenih metoda garantuju dobijanje
dominantnog resenja ili da se izborom pojedinih parametara u nekoj metodi
moze dobiti bilo koje dominantno reSenje. Navodimo, radi ilustracije, samo
par nekoliko poznatih stavova.

Ako je dopustivi skup D konveksan i ako su kriterijumske funkcije
fi(x), k=1,...,p linearne, onda je skup vrednosti kriterijuma S konveksan.

Neka je D konveksan skup i neka su f; konkavne. Ako za proizvoljno
x eDiu <fix) ). u' <fi(x),..., u,’ <f(x)) postoji x’ takvo da je u' =
fix"), tada je kriterijumski skup S konveksan.

Poseban slucaj je kada je S neprazan skup koji sadrzi konacan broj
elemenata. Tada postoji bar jedna dominantna tacka, tj. svi takvi zadaci
(viSeatributna optimizacija) sadrze bar jedno dominantno resenje.

Kao $to je ve¢ receno, kada ne postoji savrSeno resenje zadatka VKO,
u odredivanju najboljeg resenja presudnu ulogu ima donosilac odluke. On je
taj koji odlucuje $ta mu je vaznije i koje reSenje radije prihvata ("preferira").

Zavisno od toga kako se i kada donosilac odluke ukljucuje u resavanje
problema razlikuju se tri osnovna pristupa, odnosno tri grupe metoda
reSavanja:

e aposteriorni pristup
e apriorni pritup
e interaktivni i kooperativni pristup.

DO se u aposteriornom pristupu ukljucuje u analizu i reSavanje svog
problema posle odredivanja skupa dominatnih reSenja, dakle a posteriori. On
sam treba da izabere najbolje reSenje. Zadatak analiticara je da iz dopustivog
skupa izdvoji podskup dominatnih resenja.

Ovaj pristup je vise teorijskog nego prakticnog znacaja. Dva su
osnovna razloga tome. Prvi je taj Sto je izdvajanje podskupa dominatnih
reSenja analiticki Cesto nereSiv problem. Za izvesne zadatke diskretne
optimizacije i za visekriterijumsko linearno programiranje to je u principu
moguce uraditi, ali prilicno tesko. Drugi razlog je to §to podskup dominatnih
reSenja moze da bude veoma Sirok (velik ili beskonaCan broj elemenata
skupa) tako da donosilac odluke ne moze lako da odabere resenje.

U apriornom pristupu DO treba unapred, pre reSavanja zadatka VKO,
da iskaze svoj odnos prema kriterijumima. Ovo moze da se uradi
utvrdivanjem prioriteta ili hijerarhije kriterijuma, dodeljivanjem tezina
pojedinim kriterijumima, odredivanjem relativnih odnosa izmedu svaka dva
kriterijuma ili na neki drugi nacin. Na osnovu toga analitiCar treba
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reSavanjem zadatka da predlozi DO jedno reSenje koje najviSe odgovara
njegovim iskazanim preferencijama.

Nedostatak ovog pristupa je u tome Sto DO teSko moze iz jednog
pokusaja da precizno odredi svoj stav prema kriterijumima, naroc¢ito na nacin
koji zahtevaju odredeni matematicki model i metoda. On se po pravilu
protivi da unapred eksplicitno kaze kakav odnos izmedu kriterijuma postoji
ako ¢e to kasnije da mu predstavlja obavezu. Jedino §to je izvesno jeste da
on reSenje trazi u skupu dominatnih reSenja. Analizom reSenja za razne
skupove tezinskih koeficijenata, na primer, DO moze da prepozna
medusobni odnos kriterijuma i reSenja i da dobije bolji uvid u sustinu
problema.

Apriorni pristup je teorijski najviSe razmatran i prakticno najcesce
primenjivan. Razvijeno je puno metoda apriorne VKO. Neke od njih su
prili¢no jednostavne i to im daje veliku prednost za prakti¢ne primene u
posebnim situacijama.

Interaktivni pristup obuhvata metode koje kombinuju apriorni i
aposteriorni pristup sa aktivnim uces¢em DQO. Pristup se zasniva na
neprekidnom koriS¢enju racunara u fazi odluc¢ivanja i korisnicki
realizovanom okruzenju. Savremeni softverski alati treba da pruze donosiocu
odluke snaznu podrsku u ekperimentisanju sa razli¢itim skupovima svojih
preferenci. Jednostavno i brzo obavljanje raznovrsnih analiza treba da
olaksaju donosiocu odluke konacni izbor.

Ocigledno je da interaktivne metode podrazumevaju intenzivno
koris¢enje ekspertnih sistema i sistema zasnovanih na znanju. Ovi sistemi bi
trebalo da sadrze sistematizovana znanja o ranijim reSavanjima slicnih
zadataka 1 da ih na inteligentan nacin koriste da bi pomogla donosiocu
odluke. U tom smislu ovakvi pristupi pretpostavljaju odredenu saradnju
donosioca odluke i racunara. Zato se nazivaju i kooperativnim.

Interaktivni i kooperativni pristupi su moderni i predstavljaju najveci
izazov. Problemi koje treba pritom reSavati interesantni su i sa stanovista
vestacke inteligencije i softverske implementacije. Kooperacijom donosioca
odluke i racunara trebalo bi da se otkrije struktura njegovih odnosa prema
kriterijumima, tzv. preferentna struktura ili struktura preferencija donosioca
odluke. U tome se pojavljuju problemi za ¢ija su resavanja potrebna znanja i
istrazivanja u oblastima psiholoskih i socioloskih nauka.

Matematicka istrazivanja zadataka VKO ostaju pretezno u okvirima
apriornih i aposteriornih pristupa. Ovde se ukratko opisuju neke od najcesce
primenjivanih metoda apriornih i aposteriornih pristupa.

Leksikografska metoda

Ova metoda polazi od pretpostavke da je DO u stanju da utvrdi strogu
hijerarhiju izmedu kriterijuma. On treba da odredi tzv. leksikografski
poredak kriterijuma. U ovom poretku su kriterijumi poredani po prioritetu:
na prvom mestu se nalazi kriterijum najviseg prioriteta i njega najpre treba
optimizirati. Sledi kriterijum drugog prioriteta koji se primenjuje samo za
ona reSenja koja su optimalna po prvom kriterijumu. Postupak se na sli¢an
nacin nastavlja dalje. Time se zadatak VKO svodi na reSavanje najvise p
zadataka jednokriterijumske optimizacije. Zato se ova metoda zove i metoda
sekvencijalnih optimizacija.
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Kada se primenjuje leksikografska metoda, osnovni zadatak VKO
oznacava se na sledeci nacin:

lex min { (fi(x),..., fi(x),..., f(x) )] x eDc R" }

Algoritam za reSavanje zadatka leksikografske optimizacije ima
slede¢e osnovne korake.
1. Kriterijumi se poredaju i indeksiraju po vaznosti tako da je
najvazniji f(x), a najniZi prioritet ima f,(x).
Stavi se da je dopustivi skup Dy=D i brojac iteracija k = 1.
2. Naci x* koje je reSenje sledeceg jednokriterijumskog zadatka
min f(x)
X GDk_l
3. Ako je x* jedinstveno ili ako je k=p, kraj. Inace formirati

D= { x*eDy1 | fulx) = fi(x*)}
4. Staviti k=k+1 1 vratiti se na korak 2.

Primenom leksikografske metode dobija se dominantno reSenje.
Ovom metodom se u svakom koraku smanjuje skup mogucih resenja. Njome
se ne mogu dobiti sva dominana resenja. Leksikografskom metodom otkriva
se savrSeno resenje kada ono postoji.

Lako se uocava osnovni nedostatak leksikografske metode. On nastaje
iz Cinjenice da se pri odredivanju resenja moze desiti da se o nekim
kriterijumima uopSte ne vodi racuna. Ako se na k-tom koraku dobije
jedinstveno reSenje, onda se kriterijumi (k+1), ...,p ne uzimaju u obzir. Moze
se desiti, Sto u praksi nije redak slucaj, da se ve¢ po prvom kriterijumu
dobije jedinstveno optimalno reSenje. Tada se po ovoj metodi apsolutno
zanemaruju svi ostali kriterijumi a problem je u suStini tretiran kao
jednokriterijumski.

Relaksirana leksikografska metoda

Da bi se unekoliko prevazisli nedostaci leksikografske metode, a
zadrzala njena prednost koja proizilazi iz cCinjenice da se reSavaju
jednokriterijumski zadaci, jedan od nacina se sastoji u labavljenju,
relaksaciji, uslova koje treba da ispuni reSenje jednokriterijumskih zadataka.
To se radi tako Sto se dozvoli da resenja jednokriterijumskih zadataka ne
moraju da budu optimalna ve¢ je dovoljno da budu blizu optimalnim.

I ovde se zahteva od DO da najpre utvrdi prioritete kriterijuma. Zatim
se dodatno trazi da kaze kolika mogu da budu tolerantna odstupanja oko
optimalnih vrednosti za svaki od kriterijuma. To zna¢i da se svakom
kriterijumu pridruzuju vrednosti a5, k=1,....,p, koja pokazuju koliko se
kriterijum k& moze relaksirati u odnosu na njegovu optimalnu vrednost f;*.
Vrednosti ay, se nazivaju relaksacioni nivoi.

Kao i u prethodnom algoritmu, kriterijumi se na pocetku poredaju i
indeksiraju po vaznosti tako da je najvazniji fi(x), a najnizZi prioritet ima
Jp(x). Zatim se reSavaju sledeci jednokriterijumski zadaci.

Korak 1. min f;(x)

xeD
Optimalna vrednost je f; *
Korak 2 . min_f5(x)
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xeD
Six) <fi* +a

Optimalna vrednost je f; *

Korak p. min f,(x)
xeD

f;ﬂ(x) Ser* + ay , m= 1,...,p-1.
Optimalna vrednost je f,*.

Optimalno resenje poslednjeg jednokriterijumskog zadatka smatra se
reSenjem originalnog zadatka VKO. Moze se dokazati da je to reSenje, tj.
reSenje dobijeno relaksiranom leksikografskom metodom dominantno ako je
jedinstveno, odnosno slabo domiantno ako je visestruko.

Metode e-ogranicenja

Osnovna ideja za razvoj ovih metoda je modifikacija zadatka VKO u
pogodan jednokriterijumski zadatak tako Sto se jedan od kriterijuma izdvoji
kao najvazniji i jedini dok se ostali pretvore u ogranicenja.

Donosilac odluke treba da utvrdi koji je kriterijum najviSeg prioriteta.
Neka je to fi(x). Za ostale kriterijume treba zatim odrediti nivoe g,
k = 2,...,p, iznad kojih se ne smeju nalaziti njihove vrednosti. Onda se resava
slede¢i jednokriterijumski problem:

min { fi(x) | x € D}
p.o.
filx)<ée,k=2,.,p.

lako su izbori prioritetnog kriterijuma i1 minimalnih nivoa g
subjektivne prirode, treba imati na umu da nijedno g; ne sme da bude vece od
marginalnih vrednosti f;* jer bi u tom slucaju skup dopustivih resenja bio
prazan. Pored toga, moguce je da ne postoji nijedno dopustivo resenje
zadatka Cak i1 kada su ispunjeni uslovi g, < f;* k=2,..,p. Takav slucaj
ukazuje da su zahtevi donosioca odluke suviSe restriktivni i da neke od g
treba povecati.

ReSenje dobijeno metodom e-ogranicenja je dominantno ako je
jedinstveno.

Slede¢i stav iskazuje vezu izmedu dominantnog reSenja i reSenja
dobijenog metodom &- ogranicenja.

Neka je x* dominantno reSenje. Tada za proizvoljno ¢ mogu da se
odrede g, k=1,...,p i k # g, tako da x* bude reSenje zadatka dobijeno
metodom g-ogranicenja.

Modifikovana metoda € - ogranicenja

Namera modifikacije metode e-ograni¢nja je da se obezbedi da ona
uvek daje dominantna resenja. Slicno metodi leksikografskog poretka i ovde
se polazi od toga da se kriterijumi poredaju po prioritetu. Neka je ponovo
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najvazniji prvi, a najmanje vazan p-ti kriterijum. Pored toga, za svaki od
kriterijuma se zada vrednost g-ograni¢enja. Algoritam ima sledece korake:

Korak 1. Stavi se da je ¢ = 1, da je prioritetna funkcija f;(x) = fi(x) i
da su ogranicenja g, k=1,....p, k #q.
Korak 2. Resiti zadatak metodom g-ogranicenja.

min {f,(x) | xeD, fix)<e, k=1,...p,k#q}
Neka je reSenje zadataka x?*.
Korak 3. Ako je ¢ <p i ako je g, > fy(x"¥), staviti g =f(x7%),
povecati ¢ za 1 i vratiti se na korak 2. Ako je ¢ = p, kraj.

Algoritam modifikovane metode e-ogranicenja nalazi dominantno
reSenje.

Metoda tezinskih koeficijenata

Ovo je jedna od najstarijih i najvise koris¢enih metoda za reSavanje
zadatka VKO. Njome se originalni zadatak transformiSe u jednokriterijumski
na taj naCin §to se svi kriterijumi agregiraju u jedan. Obi¢no se koristi
aditivna funkcija sa odgovaraju¢im tezinskim koeficijentima. Po pravilu je
potrebno prethodno uraditi pogodnu normalizaciju kriterijuma.

Metoda je narocito pogodna kada su kriterijumi iste ili sli¢ne prirode,
npr. finansijski pokazatelji izraZzeni monetarnim jedinicama. Donosilac
odluke treba da svakom kriterijumu dodeli odgovarajuéu tezinu ili tezinski
koeficijent wy, k=1,...,p. Tezinski koeficijenti treba da su nenegativni
brojevi ali ne mogu svi istovremeno biti jednaki nuli. Zatim se reSava sledeci
jednokriterijumski zadatak

p
min ; W £, (%)

Resenje x* je dominantno ako je jedinstveno. Dovoljni uslovi da
optimalno reSenje dobijeno metodom tezinskih koeficijenata bude
dominantno sadrzani su u slede¢em stavu.

Ako su svi tezinski koeficijenti wy;, k£ = 1,..,p pozitivni, onda je
optimalno reSenje dobijeno metodom tezinskih koeficijenata dominantno
reSenje originalnog zadatka.

Metode rastojanja

Logi¢no je da donosilac odluke tezi ka idealnoj tacki koja odgovara
optimalnim vrednostima svih kriterijuma. Najbolje resenje Cesto je ono koje
je "najblize" idealnoj tacki. Otvara se pitanje Sta znaci najblize, odnosno
kako meriti rastojanje od idealne tacke u slucaju kada postoji vise
raznorodnih kriterijuma. Za donosioca odluke je zato vazno da zna koliko se
potencijalnim reSenjem priblizio idealnoj tacki, a koliko svakom
pojedinacnom marginalnom optimumu. Takve informacije pomazu u analizi
problema i pri donoSenju konac¢ne odluke.

Polaze¢i od ovog razmatranja, razvijene su metode rastojanja kojima
se nalazi reSenje koje daje minimalno rastojanje ukupne vrednosti
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kriterijuma od Zeljenih vrednosi koje mogu ali ne moraju biti marginalni
optimumi.

Osnovne metode rastojanja polaze od toga da zeljene vrednosti
kriterijuma f = (f_1 oo f p) odgovaraju upravo idealnom reSenju, odnosno
idealnoj tacki u kriterijumskom prostoru

f=(fi* ™
gde su f;* vrednosti koje odgovaraju marginalnim resenjima x;*, tj.

Ji¥ = fua) = min { fi(x)}
Donosilac odluke moze da odredi Zeljene vrednosti i na drugaciji
nacin.

Moze desiti da je feS i resenje se onda dobija jednostavnim
reSavanjem jednacina

filx)=f k=1,..p.

Obiéno f ¢S i tada se zadatak VKO transformi$e u problem nalaZenja

re§enja koje minimizira rastojanje f{x) od f tj.

min d(fix), f)

xeD

ReSenje ovog zadatka zavisi od izabrane metrike u p-dimenzionom
prostoru. Koriste se razlicite metrike, zavisno od tipa problema koji se
razmatra.

Neka su u 1 v dve tacke u p-dimenzionom prostoru u = (uy,...,up),
v=(vy,...,V,). Rastojanje izmedu ove dve tacke moze se definisati na sledece
nacine

P
d(u,v) = Zwk lu-v, |
k=1

1/m
P
d,(u,v)= [Zwk(uk-vk)’”J ,Ism<o

k=1

d,(u,v) = (Zp: Wy (U-vy )? ]

d,(u,v)= mI?X wy u-vy |

p w,
dg(u,v): H‘uk _Vk‘
k=1

Ciljno programiranje

Ciljno programiranje je specijalan slucaj metode rastojanja. Ovde se
za svaki pojedinacni kriterijum najpre definiSu Zeljene ili ciljne vrednosti

fi, k=1,... p. Ove vrednosti ne moraju da budu jednake idealnoj tacki ili ¢ak

bolje od nje. Naprotiv, za neke kriterijume Zeljene vrednosti mogu biti
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slabije od marginalnih. U principu, od stava DO u konkretnom zadatku
zavisi kako se odreduju ciljne vrednosti.

Sli¢no ranije razmatranim slucajevima, i ovde se moze desiti da
postoji x" €D takvo da je fux") = f,, k=1,...,p. To bi znatilo da postoji
reSenje kojim se ostvaruju ciljne vrednosti za sve kriterijume i problem bi
bio resen bez dodatnih analiza. Ako takvo reSenje ne postoji, treba naci ono
x " koje najmanje odstupa od postavljenog cilja. Treba, dakle, resiti zadatak

min d(fx), f)

xeD
odnosno zadatak

I/m
P - m
min| > w,[f, (x)-f, | ,1<m<oo.
xeD k=1

¢ije reSenje ponovo zavisi od izabrane metrike.

Resavanje ovako postavljenog zadatka ne garantuje dobijanje
dominatnog reSenja jer ciljne vrednosti mogu da se odnose na neku tacku u
unutrasnjosti skupa vrednosti kriterijuma.

Promenljive koje pokazuju koliko se datim reSenjem odstupa od ciljne
vrednosti nazivaju se promenljive odstupanja ili devijacione promenljive.

Promenljive pozitivnog odstupanja (pozitivne devijacije) d
predstavljaju prebacaj cilja u odnosu na .-ti kriterijum:

g ] 0T, ako jef (x)>
k 0, ako jef, (x)<f,

Promenljive negativnog odstupanja (negativne devijacije) d
predstavljaju podbacaj cilja u odnosu na k-ti kriterijum :

d- = = [i(xX)+ [, ako je fL(x) < f,

‘ 0, ako je f,(x)> f,

Treba primetiti da su ovako definisane promenljive odstupanja po
prirodi nenegativne i da je bar jedna od njih jednaka nuli, tj. &, d; = 0.

Originalni zadatak minimizacije rastojanja sada dobija slede¢i oblik:

1/m
P - .m
min [zwk(d;mk) ] ,I<m<w
xeD \k=1

S +dy - dy = f,

d];r dk_: 0

di> 0, dy >0.
Kada se radi sa L; metrikom (m = 1) i ako se stavi da su tezinski

koeficijenti w;=1, k=1,..,p, onda se prethodni zadatak rastojanja
transformise u klasi¢ni zadatak ciljnog programiranja:

)rcmg(zw -, |j

filx)+di -di = f,
dk+ dk_ =0
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di > 0,d7 =0
Ovako postavljen zadatak formulisan je Sezdesetih godina nezavisno
od visekriterijumskog programiranja i nazvan je problemom ciljnog
programiranja. Najpre je razmatran problem linearnog ciljnog programiranja:

p
min Y (d; +d;)
k=1

n
Z%c;(xj +dy —dy =f ,k=1,...p
i=
dk+ dk_: 0
x>0, d 20,d 20

Resenje ovog zadatka moze se nac¢i modifikovanom simpleks
metodom koja je prilagodena njegovim specificnim osobinama.

Ideja na kojoj pociva ciljno programiranje ("Sto blize Zzeljenoj
vrednosti") moze se kombinovati sa idejama ranije opisanih metoda kao $to
su odredivanje prioriteta ili dodeljivanje tezinskih koeficijenata
kriterijumima. To navodi na reSavanje zadatka VKO kombinacijom metode
ciljnog programiranja i ranije opisanih metoda.

Mirko Vujosevié
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