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MeTone kasHeHux dyHKumja ®QH

METODE KAZNENIH FUNKCIJA

Ideja: Dat je problem

min f(x)

(NLP) _
g (x)<0,i=1,....m

Ako se uvede beskonacna kazna ¢(x) za napustanje dopustivog skupa X

) 0 xelX
X)=
g +oox £ X

problem (NLP) se moze zameniti problemom bezuslovne optimizacije

min F(x) = £(x)+¢(x)

xe R’

(BO)



MeTone kasHeHux dyHKumja ®QH

S obzirom da se ne moze raCunati sa «, kazna se ¢(x) aproksimira nizom
kaznenih funkcyja ¢, (x), k=12,...

Dve vrste kaznenth funkena ¢, (x):

Spoljasnje kaznene funkcije: aproksimacija spolja

Unutrasnje kaznene funkcije: aproksimactja 1znutra.



MeTone kasHeHux dyHKumja ®QH

Metoda spoljasnjih kaznenih funkcija

Niz funkeyja ¢, :R" > R, k=1,2,.... je niz spoljasnjih kaznenih funkcija
za problem (NLP) ako za svako & vazi

(1) ¢.(x)=0, xe X

(1) ¢, (x)>0, x¢ X

(i) g, (x) > g, (x), ¥ X
(1v)

V) ¢, (x) >0, k5o, xg X



MeTone kasHeHux dyHKumja ®QH

Geometrijska terpretactja niza spoljasnjth kaznenih funkcyja {g,(x)}
data je na slict:

\




MeTone kasHeHux dyHKumja ®QH

Problemu (NLP) se pridruzuje niz problema bezuslovne optimizacije

min £, (x) = f(x) + g, (x)

n

(BO,)
XxXeR

Neka je sa x* oznaceno optimalno resenje problema (BO ).
Pod odgovarajuéim pretpostavkama se moze pokazati da x* = x*, k — oo,

gde je x optimalno resenje problema (NLP)

Napomena 1. Ako za neko k vazi x* € X, tada je x* optimalno resenje
problema (NLP), tj. x =x".



MeTone kasHeHux dyHKumja ®QH

Algoritam 1 (Metoda spoljasnjih kaznenih funkcija).

Korak 0:

Korak 1:
Korak 2:

Korak 3:

[zabrati niz {q, }

k=1

Resiti problem(BO,) 1 oznagiti njegovo reSenje sa x*.
Ako x* e X , STOP ( x =x)

U suprotnom, k¥ =k+1 11¢1 na Korak 2



MeTone kasHeHux dyHKumja ®QH

Izbor niza spoljasnjih kaznenih funkcija.

m

Najcesce: ¢, (x)=t, Z max {0, g, (x)}’

i=1
gde je {f,} monotono rastuciniz, f, - o, k — ©.

Ako u (NLP) ucestvuju 1 jednacine /.(x)=0,i=1,...,r, moZze se uzeti

n

%(Y)_Q(Zmax{o g?(r)} +Z(h (‘f)) )



MeTone kasHeHux dyHKumja ®QH

Primer 1. Dat je problem
min x° — 6x
x<2.

Lako se moze videti da je reSenje x =2. Potrazimo to resenje metodom
spoljaSnjih kaznenih funkerja.

Neka je ¢, (x) =1, max{0,x—2}°, ineka ., = +®, k —w.

Tadaje F.(x)= x"—6x+f max{0,x—2}".



MeTone kasHeHux dyHKumja ®QH

Potrazimo x" kao resenje problema bezuslovne minimizacije
funkeije F, (x)=x"—6x +7, max{0,x—2}".

Problem ¢emo resiti analiticki. Razlikujemo dva slucaja:

. x-2<0, 1. max{0,x—2}=0. Tada je
F(x)=x"-6x, F/(x)=2x-6=0,

odakle je x =3, Sto odbacujemo jer ne zadovoljava uslov x < 2.



MeTone kasHeHux dyHKumja ®QH

2. x—220,1. max{0,x—2}=x-2.Tadaje

F(x)=x"—6x+t(x—=2), F/(x)=2x-6+ +2£,(x-2)=0,

. 4t + 6 . .
odakle je x =—-—— Kako ovo resenje zadovoljava uslov x > 2, ono
2t, +2
predstavlja reSenje x".
6
44 —
S obzirom da je }1mrﬂ, = , tada }1111:{‘q = }1111 5 =2.
5o C—»0 C—»0
2+ —

L,



MeTone kasHeHux dyHKumja ®QH

Metoda unutrasnjih kaznenih funkcija

@)

Neka je sa X oznacena unutrasnjost dopustivog skupa X (tj. oko svake
@)

tacke u X postoji sferna okolina koja je ¢itava sadrzana u X ),

@)
a sa dX njegova granica (0X =X\ X).

o
Niz funkena ¢, (x): X >R, k=1,2,... je niz wunutrasnjih kaznenih
funkcija za problem (NLP) ako za svako &k vazi

@)

@) | () <] g, (¥)], xe X
@)
(1) ¢, (x) >0, k >x, xe X

(@)
(i) gq,(x;)>o, j—>w, za svaki mz {x;}cX takav da
xj.—>5£'e§X, j— 0.



MeTone kasHeHux dyHKumja ®QH

Geometrijska mterpretacija niza unutrasnjih kaznenih funkcya {g, }
data je na slici.

‘ ‘ q,(x) ‘ ‘
|! || .'|| }(f (x)
|




MeTone kasHeHux dyHKumja ®QH

Problemu (NLP) se pridruzuje niz problema

min F,(x) = £(x)+ g, (x)
(Pr) 0
xeX

Neka je sa x* oznateno resenje problema (P ).
Pod odgovarajuéim pretpostavkama se moze pokazati da x* = x", k — oo,
gde je x reSenje (NLP)

Napomena 2: (P,) se moze reSavati pribliznim metodama bezuslovne
optimizacije, jer se 1zlazak 1z dopustivog skupa sprecava ‘“barijerom’-
kaznena funkcrija raste pr1 priblizavanju granici.



MeTone kasHeHux dyHKumja ®QH

Algoritam 2 (Metoda unutrasnjih kaznenih funkcija).

Korak 0: Izabrati mz {g, (x)}
Korak 1: k=1
Korak 2: Resiti (P, ) 1 oznaditi njegovo resenje sa x”

Korak 3: k=k+1, 1¢1 na Korak 2.

Napomena 3. Ova metoda se moze primeniti samo ako je unutrasnjost

0
dopustivog skupa problem (NLP) neprazna, tj. X #J.



MeTone kasHeHux dyHKumja ®QH

Izbor niza unutrasnjih kaznenih funkcija

m

Najcesce: ¢, (x)= —iZm(— g.(x))

r}; i=1
gde je {#,} monotono rastuci niz, t, >, k - .

Ako u defmieijn (NLP) uéestvuju 1 jednacine, metoda unutrasnjih kaznenih
funkctyja nije primenljiva, ostm u slucaju kada se radi o lmearnim
jednacinama (na primer, u sluc¢aju linearnog programiranja).



MeTone kasHeHux dyHKumja ®QH

Primer 2. Razmotrimo problem 1z Primera 1:

min x~ —6x
x<2

Resimo ovaj problem metodom unutrasnjih funkerja.

Neka je ¢, (x) = —%111(2 —x). Tada je

llfr

o
F (x)=x*- 6:c—i1n(2 —x), gdeje X =(-,2).

t



MeTone kasHeHux dyHKumja ®QH

Treba na¢i minimum funkcije F,(x)=x" - 6x——In(2 —x)
lrl’

9
na skupu X =(—0,2). Ponovo zadatak reSavamo analitickim putem:

1

—0 .
f,(2—x)

F/(x)=2x-6+
Odavde sledi kvadratna jedna¢ina 27 x* —10f, x+12t, —1=0

odakle je

10f, ++42 +8, 10+ [4+8/1,
X, , = = :
b 4t, 4




MeTone kasHeHux dyHKumja ®QH

@]
S obzirom da je x, >2 sledida x, ¢ X, pa ga odbacujemo 1 X = X,

0.
10— }4+§
k !

x' = ; £ 52 kow




MeTone kasHeHuxX @pyHKUMja

MNTAHA:
1. O6jacHUTK rmaBHy naejy Metoda KasHeHUX oyHKumja.
2. HaBecTn kopake meToae crnorbalhnx yHKumja.

3. HaBecTtu kopake meToae yHyTpalhux dyHKUMja.
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