1. ANALIZA OBAVIJANJA PODATAKA

Ocena uspeSnosti organizacija se pored koriS¢enja tradicionalnih mera moze vrSiti
primenom parametraskih i1 neparametarskih tehnika, kao Sto je prikazano u poglavlju 2.2. U
praksi je ¢esto neophodno, naro€ito u slucajevima ocene performansi neprofitnih organizacija, u
obzir uzeti razmatrati viSe ulaza i izlaza koji su po svojoj prirodi raznorodni (finansijski,
tehnicki, tehnoloski, ekoloski, socijalni, itd.) i izrazavaju se u razli¢itim mernim jedinicama. U
ovom slucaju se ne moZe doneti zaklju¢ak o nivou uspeSnosti na osnovu parcijalnih pokazatelja
efikasnosti koji mere delotvornost pojedinih resursa jer se njithove vrednosti uglavnom krecu u
suprotnom smeru. Farelova mera tehnicke efikasnosti (Farell, 1957) omogucuje ukljucivanje ili
viSe ulaza ili viSe izlaza u analizu. Medutim, istovremeno ukljucivanje viSe ulaza koji se koriste

za proizvodnju viSe izlaza nije bilo moguce.

Ova makroekonomska teorija je posluZila kao osnov za razvoj Analize obavijanja podataka
kao metodologije za procenu efikasnosti. U cilju kreiranja sumarnog sintetickog pokazatelja koji
¢e uzeti u obzir sve znacajne viSestruke rezultate i sve resurse koji su koriS¢eni za njihovo

ostvarivanje definisana je sledeca mera efikasnosti:

Efikasnost = tezvl‘nska suma izlaza 3.1
tezinska suma ulaza

Definicija (3.1) omogucava agregaciju posmatranih ulaza (izlaza) u jedan virtuelni ulaz
(izlaz) koji predstavljaju sumu proizvoda tezinskih koeficijenata i vrednosti ulaza odnosno izlaza
kome su dodeljeni. IzraCunanje indeksa efikasnosti kao koli¢nika virtuelnog izlaza i virtuelnog
ulaza podrazumevalo je reSavanje problema koji se odnosi na izrazavanje ulaznih i izlaznih
podataka u opsezima vrednosti koje su medusobno uporedive (problem skaliranja). Sledec¢i
problem se odnosi na odredivanje relativnih vaznosti pojedinih ulaza odnosno izlaza

(dodeljivanje teZinskih koeficijenata ili ponderisanje).

Pored dosada pomenutih, problem se takode javlja i kada treba odrediti efikasnost vise
razlic¢itih jedinica koje koriste iste vrste ulaza i proizvode iste vrste izlaza. Za zajednicki fiksirani
skup tezinskih koeficijenata moguce je jednostavno izraCunati efikasnost svake od posmatranih
jedinica prema formuli (3.1). Tako izracunate efikasnosti se mogu koristiti kao kriterijum za
odredivanje redosleda jedinica. Ocigledno je da redosled zavisi od vrednosti ulaza i izlaza
jedinica, ali i od vrednosti koje su dodeljene za tezinske koeficijente. Razli¢ite subjektivne
metode viSekriterijumske analize podrazumevaju a priori odredivanje teZina od strane donosilaca

odluka koje je vezano sa njihovim preferencijama i ciljevima (Cupi¢, Tummala, & Suknovié,



2003). Medutim, u praksi je veoma tesko vrednovati ulaze i izlaze i do¢i do zajednickog skupa
tezinskih koeficijenata jer pojedine jedinice dodeljuju prilino razliCite stepene vaznosti njthovim
ulazima i izlazima. Na primer, ako se procenjuje efikasnost $kola onda se moZe uociti da neke
Skole dostignu¢a u muzici i u sportu vrednuju na drugaciji nac¢in u odnosu na ostale Skole. Kada
bi postojala objektivna metoda za odredivanje vrednosti teZinskih koeficijenata, racunanje

efikasnosti posmatranih jedinica bi bilo jednostavno.

Tvorci DEA metode (Charnes, Cooper, & Rhodes, 1978) su pretpostavili da pri oceni
efikasnosti jedinica ne mora da postoji objektivan postupak za odredivanje vrednosti teZinskih
koeficijenata. Ono oko Cega treba da se dogovore sve jedinice Cija se efikasnost procenjuje jeste
koji su to ulazi i izlazi koje treba uzeti u obzir i koje su najmanje dozvoljene vrednosti za
tezinske koeficijente. Pored toga, jedinstveno se reSava problem skaliranja tako da se efikasnost
izrazava kao broj izmedu 0O i 1. Svaka jedinica ima slobodu da odredi vrednosti teZinskih
koeficijenata na nacin koji njoj najvise odgovara, odnosno tako da maksimizira svoju efikasnost.
Naknadnom analizom moguce je pokazati koje su od razmatranih jedinica efikasne, a koje nisu.

Na osnovu podataka o ulazima 1 izlazima, DEA metoda ocenjuje da li je neka jedinica o
kojoj se odlucuje efikasna ili nije u odnosu na preostale jedinice uklju¢ene u analizu, odnosno da
li se nalazi na granici efikasnosti. DEA je deterministicko sredstvo konstruisanja “deo po deo”
linearne aproksimacije granice efikasnosti bazirane na raspoloZivom skupu jedinica. Drugim
reima, posmatra se distribucija skupa tacaka i konstruiSe se linija oko njih koja ih obavija —
“obvojnica” (envelope). Odatle poti¢e i naziv metode - Analiza obavijanja podataka. Granica
efikasnosti u ekonomskom smislu predstavlja empirijski dobijen maksimum izlaza koji svaka
jedinica odlu¢ivanja moZe ostvariti sa datim ulazima i ponasSa se kao obvojnica za neefikasne
jedinice. Metoda analizira svaku jedinicu odlucivanja i proverava da li je njene ulaze moguce
obaviti odozdo (dati izlaz moguce je posti¢i sa manjom koli¢inom ulaza) imaju¢i u vidu
vrednosti ulaza preostalih jedinica, kao i da li je moguce njene izlaze obaviti odozgo (sa datim
ulazom moguce je proizvoditi veci izlaz) na osnovu vrednosti izlaza preostalih jedinica. Ako je
moguce jedinicu obaviti ona je relativno neefikasna, a ako nije ona ucestvuje u formiranju

granice efikasnosti koja ovde predstavlja ekvivalent za grani¢nu funkciju proizvodnje.

Dakle, DEA je tehnika matematickog programiranja koja omogucuje da se utvrdi da li je
entitet, na osnovu podataka o njegovim ulazima 1 izlazima, efikasan ili nije, relativno prema
drugim entitetima ukljuenim u analizu. To je neparametarski pristup jer ne zahteva a priori
pretpostavku o analitickoj formi funkcije proizvodnje. Dok su parametarski pristupi okrenuti ka
centralnim tendencijama i procena performanse nekog entiteta vrSi se u odnosu na prosecnu
performansu, DEA je granicna metoda koja se sastoji od serije optimizacija (po jedna za svaki

entitet ukljuen u analizu). Za svaku DMU se izracunava maksimalna mera performansi u



odnosu na sve druge jedinice u posmatranoj populaciji koje moraju zadovoljiti uslov da "leze" na
ili ispod ekstremne granice, koja se naziva granica efikasnosti. Mera efikasnosti koju DEA daje je
relativna, jer zavisi od toga koji su i koliki broj entiteta je uklju¢eno u analizu, kao i od broja i

strukture ulaza i izlaza.

Osnovna karakteristika DEA metode je da ona svaku DMU procenjuje kao relativno efikasnu
ili relativno neefikasnu. Autoru DEA metode navode da se jedna DMU moZe okarakterisati kao

efikasna samo ako nisu ispunjena sledeca 2 uslova:

1. Moguce je povecati joj bilo koji izlaz bez povecanja bilo kog od ulaza i bez smanjenja

bilo kog drugog izlaza;

2. Moguce je smanjiti joj bilo koji ulaz bez smanjenja bilo kog od izlaza i bez poveéanja

bilo kog drugog ulaza.

Gore navedena karakterizacija koja istovremeno ukljucuje i izlaznu i ulaznu orijentaciju
moze se smatrati kao proSirenje koncepta Pareto-Kopmansove definicije tehnicke efikasnosti
Pored toga, karakterizacija DEA efikasnosti predstavlja proSirenje Pareto-Kopmans koncepta
efikasnosti (Charnes, Cooper, Golany, & Seiford, 1985) date u poglavlju 2.2.

Za svaku neefikasnu DMU, DEA identifikuje sadrZaj i nivo neefikasnosti za svaki ulaz i
izlaz. Nivo neefikasnosti odreden je uporedivanjem sa jednom referentnom DMU ili sa
konveksnom kombinacijom drugih referentnih DMU koje se nalaze na granici efikasnosti i koje
koriste proporcionalno isti nivo ulaza, a proizvode proporcionalno isti ili ve¢i nivo izlaza. DEA
metoda je uspeSan i nov nacin za empirijsko odredivanje najbolje prakti¢ne granice proizvodnje.
Autori u (Charnes, Cooper, Lewin, & Seiford, 1994), str. 24, posebno isticu sledece njene

osobine:
Q fokus je na pojedinacnim opservacijama nasuprot populacionim usrednjavanjima;

Q odreduje se pojedinacna sumarna mera za svaku DMU na osnovu vrednosto ulaznih

faktora pri proizvodnji Zeljenih izlaza;

Q u analizu su ukljucene vrednosti za vise ulaza i izlaza koje su izraZene u njihovim

prirodnim jedinicama;

Q moguce je ukljuciti egzogene promenljive da bi se predstavili ulazni i izlazni faktori koji

su pod kontrolom okruZenja;

Q moguce je ukljuciti kategorijske promenljive da bi se predstavili ulazni i izlazni faktori

koji mogu uzeti samo diskretne vrednosti iz dopustivog skupa vrednosti;

Q ne zahtevaju se a priori cene i teZine za ulazne i izlazne faktore;



Q ne zahteva se funkcionalna forma proizvodnog odnosa ulaz-izlaz;
Q moguce je ukljuciti vrednosne ocene za ulaze i izlaze kada se Zeli;

Q ukazuje se na potrebne promene ulaza i/ili izlaza da bi DMU ispod granice efikasnosti

(neefikasan DMU) bio projektovan na granicu efikasnosti;
Q dobijene mere efikasnosti su Pareto optimalne;
Q potpuno jednaki kriterijumi se primenjuju u ocenjivanju svake DMU.

DEA metoda obuhvata nekoliko razli¢itih pristupa i familiju medusobno povezanih modela
linearnog programiranja. ReSenja ovih modela imaju posebna ekonomska tumacenja i na osnovu
njih dobijaju se informacije koje su od znacaja za upravljanje daljim radom kako efikasnih, tako i

neefikasnih jedinica.

1.1. DEA MODELI

Procena efikasnosti pomocu analize obavijanja podataka se moze vrSiti sa viSe aspekata u
zavisnosti od izabranih modela. PoSto se DEA intenzivno razvija i primenjuje u razli¢itim
oblastima postoji veliki broj modela. Pregled modela je detaljno prikazan u preglednom radu koji
je objavljen povodom 30 godina razvoja DEA metode (Cook & Seiford, 2009). U ovom
poglavlju modeli su grupisani u zavisnosti od tipa prinosa na obim, orijentacije, projekcije na
granicu efikasnosti i osetljivosti na promenu ulaznih podatka. Pored toga, predstavljeni su i
modeli koji ukljuuju vremenske serije. Posebna klasa problema bavi se pouzdanoS¢u i
varijacijama ulaznih podataka. Poseban izazov predstavljaju manipulacija sa nedostajucim,
ordinalnim, kategorijskim, nediskrecionim podacima ili ,,nepoZeljnim* ulazima i izlazima. Cesto
se u DEA modele uvode dopunska ogranicenja sa kojima se suzava dopustiva oblast teZinskih
koeficijenata koje predstavljaju varijable i dodeljuju se ulazima i izlazima. U slede¢i poglavljima
bi¢e prikazani osnovni DEA modeli i neka njihova proSirenja. Osnovni modeli i osnovna
proSirenja su detaljno opisivana u magistarskoj tezi (Popovi¢, 2006) i doktorskoj disertaciji
(Marti¢, 1999) objavljenim na Fakultetu organizacionih nauka. Delovi tih radova su prikazani u
ovoj disertaciji. U ovom poglavlju nisu predstavljene posebne grupe modeli koji opisuju
viSefazne i viSestepene hijerarhijske 1 mreZne procese, koji su detaljnije predstavljeni u
poglavlju 6. i modeli za alokaciju resursa koji su detaljno obradeni u poglavlju 5.

1.1.1. OsNnovNI DEA MODELI

Ekonomska teorijska i Farelova mera efikasnosti je posluZila Carnsu, Kuperu i Roudsu
(Charnes, Cooper, & Rhodes, 1978) da razviju DEA modele, koji su tokom godina modifikovani

1 proSirivani. Pretpostavimo da raspolazemo podacima o angaZovanim ulazima i realizovanim



izlazima za svaku od n DMU C¢iju efikasnost treba proceniti. Takode, pri selekciji jedinica o
kojima ¢e se odlucivati treba voditi racuna o slede¢im pretpostavkama (Cooper, Seiford, & Tone,
2000), str. 22:

Q Podaci o ulazima i izlazima su raspoloZivi za svaki ulaz i izlaz i imaju pozitivne

vrednosti za svaku DMU;

Q Svi podaci koji izraZavaju interese menadZera ili analiticara su ukljuceni u analizu

efikasnosti;

Q U principu teZi se smanjenju ulaza i povecanju izlaza i indeks efikasnosti treba da

odrazava ovaj princip;

Q Merne jedinice ulaza i izlaza ne moraju biti jednorodne. One mogu ukljucivati broj

casova, povrsinu radnog prostora, novac, itd.

DEA model sa konstantnim prinosom na obim

Neka je X, - posmatrani iznos ulaza i —te vrste za DMU; (xl.j >0,i=12,...m j=12,..,n),
ay, - posmatrani iznos izlaza r-te vrste za DMU; (yrj >0,r=12,.,j=12,...n). Carns, Kuper
1 Rouds su u (Charnes, Cooper, & Rhodes, 1978) predlozili da se za svaku DMUy, k = 1,2,...,n,

reSi optimizacioni zadatak (u literaturi poznat kao CCR racio model):

MODEL (M 3.1)

(Max) b ="=—— (3.2)
Vixik
i=1
p-o.
Z“Mryr./
- <1, j=12,...,n (3.3)
dovx,
- Y
u, 20, r=1, 2,...,s (3.4)
v,>20, =1 2,...m (3.5)
gde su:

hj — relativna efikasnost k-te DMU;



n - broj DMU koje treba porediti;
m - broj ulaza;

s - broj izlaza;

u, - tezinski koeficijent za izlaz r,

v; - tezinski koeficijent za ulaz i.

Relativna efikasnost Ay za DMUyp, je definisana kao odnos teZinske sume njenih izlaza

(virtuelni izlaz) i teZinske sume njenih ulaza (virtuelni ulaz) $to je matematicka formulacija
definicije (3.1). CCR racio model izratunava ukupnu tehni¢ku efikasnost u koju su ukljucena i
Cista tehniCka efikasnost i efikasnost kao posledica razlicitih obima poslovanja. U modelu se teZi

maksimizaciji vrednosti hj tako Sto svaka jedinica dodeljuje vrednosti upravljackim
promenljivim u, 1 v, takve da je prikaZu u Sto boljem svetlu. Kao i kod Farela, pretpostavlja se
konstantni prinos na obim (constant return to scale — CRS), odnosno da povecanje vrednosti
angazovanih ulaza treba da rezultuje u proporcionalnom povecanju ostvarenih izlaznih nivoa.
Moze se pokazati da vrednost & ne zavisi od mernih jedinica ulaza 1 izlaza, pri ¢emu su naravno

merne jedinice iste za sve DMU. Za detaljno objasSnjenje videti tzv. «teoremu jedinicne
invarijantnosti» (Cooper, Seiford, & Tone, 2000), str. 24.

Posto 1 za k-tu DMU za koju se trazi maksimalna efikasnost (3.2) vazi uslov (3.3),

ocigledno da vazi 0 < hy <I. Ako je vrednost za hj u funkciji cilja jednaka 1, onda je k-ta DMU
relativno efikasna, a ako je manja od 1, DMUY je relativno neefikasna i vrednost hj pokazuje za
koliko procentualno ova jedinica treba da smanji svoje ulaze. DMU}, se moZe smatrati potpuno

efikasnom ako i samo ako, dostignuc¢a drugih DMU ne obezbeduju dokaz da bi se neki od njenih
ulaza ili izlaza mogao poboljSati bez pogorSavanja nekog od njenih preostalih ulaza ili izlaza.
Odnosno, ako je posmatrana jedinica efikasna, to znaci da sa njenim optimalnim vrednostima za
tezinske koeficijente nijedna druga jedinica ne moze da ostvari vecu vrednost izlaza za dati ulaz,
dok za neefikasne jedinice to nije slucaj. Uslov dat u relaciji (3.3) vazi za sve DMU i oznaCava

da svaka od njih lezi na ili ispod granice efikasnosti.

Tezinski koeficijenti u; 1 v; (nepoznate u modelu) pokazuju stepene vaznosti svakog ulaza i

izlaza koje svaka jedinica bira tako da bude Sto je moguce efikasnija. Ako tada ne postoji neka
druga jedinica koja sa istim angaZovanim ulazima proizvodi ve¢i izlaz onda je posmatrana

jedinica efikasna. Dakle, DMUy bira vrednosti teZina za ulaze i izlaze tako da se njena efikasnost

maksimizira, ali vrednosti teZina moraju biti dopustive za sve DMU ukljuene u merenje

efikasnosti i zadovoljavati uslov da je za svaku DMU odnos teZinske sume izlaza i teZinske sume



ulaza manji ili jednak od 1. Dobijene vrednosti za teZinske faktore zavise od skale merenja
vrednosti za ulaze i izlaze i nisu pogodne za medusobno poredenje. Udeo i vaznost svakog ulaza
(izlaza) u dobijenom indeksu efikasnosti pokazuje proizvod vrednosti tog ulaza (izlaza) i

dodeljenog tezinskog koeficijenta koji se naziva virtuelni ulaz (izlaz).

OgranicCenja data relacijama (3.4) i (3.5) oznacavaju da tezinski koeficijenti mogu imati

samo nenegativne vrednosti kasnije su modifikovana u sledeca ogranicenja:
u >¢ r=1,2,...,s (3.4
v.2e i=1L2,...m (3.57)

gde je: € - mala pozitivna vrednost. Ova modifikacija spreCava potpuno ignorisanje uticaja
pojedinih ulaza i izlaza pri odredivanju mere efikasnosti. Neka DMU moze da bude “lazno”
klasifikovana kao relativno efikasna samo na osnovu vrednosti jednog ulaza i jednog izlaza, za

koje ¢e izabrati pogodne vrednosti teZinskih faktora.

Zadatak opisan relacijama (3.2) - (3.5) je  nelinearan, nekonveksan sa
linearno-razlomljenom funkcijom cilja i linearno-razlomljenim ograni¢enjima. Zadatak linearnog
razlomljenog programiranja moZe se pomocu jednostavnih Carns-Kuperovih transformacija

(Cooper, Seiford, & Tone, 2000) svesti na ekvivalentan linearni program.

MODEL (M 3.2)
Max) h, =" uy, (3.6)
r=1
p-o
Z VX =1 (3.7)
i=1
Duy,—> vx; <0, j=1,2..,n (3.8)
r=l1 i=1
u e r=1L2,...,s 3.9
v,2g i=L2,..m (3.10)

Dokaz ekvivalencije modela M 3.1 i M 3.2 se moZe naci u (Cooper, Seiford, & Tone,
2000), str. 24. U modelu M 3.2 za k-tu DMU maksimizira se virtuelni izlaz, a njen virtuelni ulaz
je jednak 1. Ograni¢enja data relacijom (3.8) oznacavaju da optimalne teZine za k-tu DMU
moraju zadovoljavati uslov da za svaku od n DMU njen virtuelni izlaz ne moze biti ve¢i od
njenog virtuelnog ulaza. Ako je vrednost funkcije cilja jednaka 1, onda za sve preostale jedinice
njihov virtuelni izlaz bi¢e manji od virtuelnog ulaza, a ako je vrednost funkcije cilja manja od 1,



onda one jedinice kod kojih virtuelni izlaz bude jednak njihovom virtuelnom ulazu ¢ine uzorne
ili referentne jedinice za k-tu DMU 1 obrazuju facet (ivicu granice efikasnosti) u odnosu na koju

je izmeren njen nivo efikasnosti.

Broj promenljivih u modelu M 3.2 jednak je (m+s), a broj ograniCenja (n+m+s+1). S
obzirom da je broj DMU koje se ocenjuju uglavnom dosta ve¢i od ukupnog broja ulaza i izlaza, u

praksi se, najceSc¢e reSava njegov dualni model M 3.3. Dualni CCR DEA model glasi:

MODEL (M 3.3)

(Min)Zk—a(ZS:s:+Zm:s;) (3.11)
r=1 i=1
p.o.
Zn:ij Vi =5 = Vo r=12,..,s (3.12)
j=1
Z,.x, —iijxl.j -s5;=0, i=12,...m (3.13)
jl
Arsy,8;20; j=12,..,n, r=12,.,s i=12,.,m, Z, -neograni¢eno (3.14)

Funkcija cilja (3.11) pokazuje sa kojom minimalnom vredno$c¢u ulaza je moguce ostvariti
postojeci nivo izlaza k-te DMU. Promenljiva Z; naziva se faktor intenziteta i pokazuje nivo na

koji je potrebno da k-ta DMU proporcionalno smanji sve izlaze da bi postala efikasna. Dualne
promenljive s; i 57 govore o neophodnom pojedinaénom smanjenju i-tog ulaza i povecanju r-
tog izlaza k-te DMU da bi postala efikasna. S obzirom da one predstavljaju dopunu do jednakosti
u relacijama (3.12) 1 (3.13), one se nazivaju dopunske promenljive.

Dualna promenljiva 4; predstavlja dualnu teZinu koja pokazuje vaznost koja je dodeljena
DMU; (j=12,...,n) pri definisanju ulazno-izlaznog miksa hipoteticke kompozitne jedinice sa
kojom ¢e se DMUy direktno porediti. Vrednosti za promenljive 4; (j=1,2,...,n) se biraju tako
da svaki od s izlaza hipoteticke kompozitne jedinice [z /1j Vol :1,2,...,5] ne bude manji od

j=1

odgovarajueg stvarnog izlaza DMU;, a da svaki od wulaza kompozitne jedinice
(Zﬂjxij,izl,z,...,mJ ne bude manji od odgovarajuceg stvarnog ulaza DMU;. Naziv metode
j=1

upravo dolazi od ovog dualnog DEA modela za koji se kaZze da ima formu obavijanja. Kada



hipoteticku kompozitnu jedinicu nije moguce konstruisati izvan postojecih jedinica k-ta DMU je

efikasna.

Ako od svih /”tj (=1, 2...., n) samo J; ima pozitivnu vrednost onda je faktor intenziteta Z;
=1, Sto znaci da je DMU; angazovala minimalnu koli¢inu ulaznih faktora i grani¢na je tacka.
Ako to nije slucaj, k-ta DMU je neefikasna, a njoj najbliza povrs§ granice efikasnosti sa kojom je
obavijena je formirana od onih DMU za koje je vrednost promenljive 4; pozitivna u optimalnom
reSenju modela M3. Ove jedinice sa pozitivnom vredno$¢u za dualnu teZinu 4; nazivaju se
referentne ili uzorne za k- tu DMU. Najkrace rastojanje izmedu neefikasne DMU i granice
efikasnosti je upravo rastojanje do kompozitne jedinice. Dakle, ako je Zi<1, onda je DMUy
relativno neefikasna i treba proporcionalno za (1-Z;)*100 procenata da smanji sve ulaze da bi

postala efikasna sa postoje¢im nivoom izlaza.

Uloga parametra £ u dualnom DEA modelu je da se istakne da minimizacija vrednosti
faktora intenziteta ima prednost u odnosu na maksimizaciju dopunskih promenljivih s i s .

Ako posmatramo ogranicenja zadata relacijom (3.13) ocigledno je da se smanjivanje ulaza za k-
tu DMU (sve do nivoa ulaza kompozitne jedinice) moZe postici ili preko smanjivanja vrednosti
faktora intenziteta Z; (od vrednosti 1 prema 0) ili preko povecavanja vrednosti odgovarajuce
dopunske promenljive za taj ulaz. Isto tako, na osnovu relacije (3.12) k-ta DMU moZe povecavati
vrednost odgovaraju¢e dopunske promenljive za izlaz sve do dostizanja izlaza kompozitne
jedinice. Posto faktor intenziteta neke jedinice pokazuje njen nivo neefikasnosti, onda mu treba
odrediti najmanju mogucu vrednost, pa je u funkciji cilja uz promenljivu Z; koeficijent 1, a uz

dopunske promenljive koeficijent je dovoljno mali pozitivni broj €.

Za svaku DMU; (j=1,...,n) uzetu kao DMUj; reSava se odgovarajuci problem linearnog
programiranja. Dakle potrebno je reSiti n zadataka linearnog programiranja M 3.3, sa po (
n+s+m+1) promenljivom i sa (s+m) ogranicenja (broj ulaznih i izlaznih faktora ukljucenih u
analizu). Ocigledno je da se poveCanjem broja jedinica ¢ija se efikasnost meri ne menja se broj

ograni¢enja u dualnom DEA modelu, ve¢ samo povecava broj promenljivih.

Zbog povezanosti problema M 3.2 i M 3.3, kao i1 zbog teoreme dualnosti koja je

opStevaze€a u linearnom programiranju, DMUjy je efikasna, ako i samo ako, su za optimalno

reSenje (A*,s7*,s7* Z;*) problema M 3.3 ispunjeni uslovi:
Zp*=1 (3.15)

str=g%=0 (3.16)



Potreban uslov, da bi k-ta DMU bila relativno efikasna je da joj je faktor intenziteta jednak
1, a neophodno je i da su sve dopunske promenljive s; i s’ jednake 0. Ova dva uslova se

odnose na “radijalnu” efikasnost posmatrane DMUj;. Ako je faktor intenziteta Z; jednak 1, a neka
od dopunskih promenljivih je pozitivna, DMU; je grani¢na tacka (nepotpuno obavijena), ali nije
efikasna grani¢na taCka. Za takvu jedinicu se kaze i da je “slabo efikasna”. Pokazano je da je

neka neefikasna jedinica potpuno obavijena samo ako u optimalnom reSenju dualnog DEA
modela postoji (m+s-1) pozitivna dualna teZina A; ( j =1,n), koje govore o vaZnosti efikasnih

jedinica pri formiranju uzorne hipoteticke jedinice (Marti¢, 1999).

Pomoéu optimalnog reSenja (A',s*",s”,Z,) problema M 3.3 mogu se odrediti ciljane

vrednosti za jedinice o kojima se odlucuje:
X, =Z, X, -s, i=1L2,...m (3.17)
Y =Y +s7, r=12..,s (3.18)
Vrednosti X, i Y, koje se dobijaju relacijama (3.17) i (3.18) predstavljanju vektore ciljanih
vrednosti ulaza i izlaza za DMUj sa kojima bi ona postala efikasna ( X predstavlja m-dimenzioni

ulaza, a Y s-dimenzioni vektor izlaza). Pri tome razlika AX, = X, — X, odnosno AY, =Y, -7,

pokazuje procenjeni iznos neefikasnosti i-tog ulaza odnosno r-tog izlaza respektivno. Na taj
nacin se na osnovu optimalnog reSenja dualnog DEA modela za neefikasnu DMU; direktno

izraCunava koliko bi trebalo da promeni ulaze i/ili izlaze pa da postane efikasna.

CCR modeli, koji su do sada izloZzeni, mere ukupnu tehnicku efikasnost jedinice, koja
ukljucuje Cistu tehnicka efikasnost i efikasnost obima. Pretpostavlja se da jedinice posluju sa
konstantnom prinosom na obim, odnosno da poveCanje ulaza mora rezultovati u
proporcionalnom povecanju izlaznih nivoa. Granica efikasnosti koju daju CCR modeli je u

obliku konveksnog konusa (covex cone).

DEA model sa varijabilnim prinosom na obim

Prvo progirenje osnovnog CCR DEA modela uveli su Banker, Carns i Kuper (Banker,
Charnes, & Cooper, 1984). BCC model meri Cistu tehni¢ku efikasnost, odnosno daje meru
efikasnosti koja ignoriSe uticaj obima poslovanja tako Sto se k-ta DMU poredi samo sa drugim
jedinicama sli¢nog obima. Efikasnost obima (scale efficiency) koja pokazuje da li posmatrana

jedinica posluje sa optimalnim obimom operacija moZe se dobiti kada se mera efikasnosti koju



daje CCR model (ukupna tehnicka efikasnost) podeli sa merom efikasnosti koju daje BCC model
(Cista tehnicka efikasnost).

U odnosu na primalni CCR model, primalni BCC model sadrzi dodatnu promenljivu u
koja definiSe poloZaj pomocne hiperravni koja leZi na ili iznad svake DMU ukljuéene u analizu.
IzloZeni matemati¢ki model proverava da li je k-ta DMU postigla Zeljeni nivo izlaza sa
minimalnim angaZzovanjem ulaza i od svih mogucih hiperravni koje prekrivaju sve DMU bira se
ona kod koje je horizontalno rastojanje od posmatrane DMU do hiperravni najmanje. Vrednost
parametra u" direktno ukazuje na prirodu ekonomije obima koju dopuSta DEA model. To je

pokazano u teoremi koju su Banker i1 Tral dokazali u (Banker & Thrall, 1992), ¢ija je osnovna
ideja malo relaksirana uslovima koji slede. Prema teoremi, ako se pretpostavi da DMUy leZi na

granici efikasnosti slede¢i uslovi identifikuju prirodu ekonomije obima za posmatrani entitet:

0o DMU; posluje sa neopadaju¢im prinosom na obim ako je i samo ako je vrednost u*<0

za sve alternativne optimume;

a DMU; posluje sa nerastu¢im prinosom na obim ako je i samo ako je vrednost u*>0 za

sve alternativne optimume;

0 DMU; posluje sa konstantnim prinosom na obim ako je i samo ako je vrednost u*=0

za sve alternativne optimume.

Ako je u*=0 onda se BCC model svodi na CCR model (3)-(6). Relaksacija se odnosi na
to da su strogi ulovi negativnosti ili pozitivnosti zamenjeni sa nepozitivnoScu tj. nenegativnoscu i
na taj nacin se posmatra neopadajuc¢i umesto rastu¢i prinos na obim odnosno nerastu¢i umesto
opadajuceg. Ova relaksacija ne menja suStinu teoreme, ali je bliza realnim situacijama i takvi

modeli su laks$i za primenu. U slu¢aju jednog ulaza i1 jednog izlaza pomoc¢na hiperravan koja
prekriva podatke u baznom BCC modelu se svodi na polupravu, a U definiSe vrednost odsecka

na aspscisi iz kojeg polazi ta poluprava.

Primalni BCC DEA model koji je predloZzen u (Banker, Charnes, & Cooper, 1984) ima
sledeci oblik:

MODEL (M 3.4)

Max) =y, +u, (3.19)
r=1
p.o.

D vix, =1 (3.20)

i=1



Moy, =Y v +u <0, j=12..n (3.21)
r=1 i=1

u =g r=12,..,s (3.22)

v.ze, i=12,...m (3.23)

Ideja na kojoj se zasnivaju BCC modeli lakSe se moZe razumeti na dualnom DEA modelu.
Dualni BCC model se dobija ako se u dualni CCR model (M 3.3) doda ograni¢enje konveksnosti
i dobije se model (M 3.5):

MODEL (M 3.5)

(Min) Z, —&( ) s7+_5;) (3.24)
r=1 i=1

p.o.
Z/lj V=8 = Vo r=12,..s (3.25)
j=1
Z, X =Y Ax;—s =0, i=12..m (3.26)

j=1

>, =1 (3.27)
j=1
Ajysy,s;20; j=12,..,n, r=12,.,s i=12,.,m, Z -neograni¢eno (3.28)

Dodatno ogranicenje (3.27) omogucuje promenljivi (varijabilni) prinos na obim (povecanje
ulaza ne mora rezultovati u proporcionalnoj promeni izlaza) i obezbeduje da referentan skup
bude formiran kao konveksna kombinacija DMU koje su u njemu (one koje imaju pozitivnu
vrednost za A u optimalnom reSenju). Ovi modeli se Cesto nazivaju i VRS DEA modelu sa
obzirom da podrazumevaju varijabilni prinos na obim (variable return to scale - VRS). Granica
efikasnosti koju se formira primenom ovih modela je u obliku konveksnog omotaca (convex
hull). Ogranicenje konveksnosti (3.24) obezbeduje da je kompozitna hipoteticka jedinica, koja
predstavlja uzornu jedinicu, sliénog obima i slicnog ulazno-izlaznog miksa kao i jedinica koja se
ocenjuje. Ukoliko je potrebno u model uvesti konkretan pravac prinosa na obim ogranicenje

(3.24) se zamenjuje sa:

Z A; <1 za nerastu¢i prinos na obim (3.27)
j=1



/1]. >1 za neopadajuci prinos na obim (3.277)
j=1
Neka DMU posluje sa nerastu¢im prinosom na obim, ako proporcionalno povecanje svih
njenih ulaza dovodi do manjeg ili jednakog proporcionalnog povecanja svih njenih izlaza.
Granica efikasnosti za DEA modele sa nerastu¢im prinosom na obim uvek se sastoji od 2 dela i

to prvi “nizi” deo se poklapa sa CCR granicom efikasnosti, a drugi deo se poklapa sa BCC

granicom efikasnosti.

Za neku DMU se kaze da posluje sa neopadaju¢im prinosom na obim ako proporcionalno
povecanje svih njenih ulaza rezultuje u vecem ili jednakom proporcionalnom povecanju svih
njenih izlaza. Granica efikasnosti koju daju ovi modeli se takode sastoji od 2 dela samo §to sada
njen niZi deo odgovara BCC granici efikasnosti, a njen visi deo se poklapa sa CCR granicom

efikasnosti.

U daljem tekstu bazni BCC model sa varijabilnim prinosom na obim ¢e biti oznacen kao
BCC,, model sa nerastu¢im prinosom na obim sa BCC; i poslednji model u kom se zahteva

neopadajuci prinos bic¢e oznacen sa BCCs.

Primer 1.

Za ilustraciju osnovnih razlika izmedu CCR i BCC modela bi¢e koriS¢en primer dat u
Tabeli 1. U ovom sluc¢aju ¢e biti posmatrano 7 DMU sa jednim ulazom (U) i jednim izlazom (I).
Podaci o ulazima i izlazima 1 indeksi efikasnosti izraCunati primenom DEA modela pod

pretpostavkama konstantnog i varijabilnog prinosa na obim su dati u tabeli 3.1.

Tabela 1.1. Podaci i rezultati DEA analize

CCR model BCC model
DMU U I . . . *
h, (CCR) h, (BCC)) h, (BCCy) h, (BCC5)
A 50 75 0.60 0.80 0.60 0.80
B 50 110 0.88 0.95 0.95 0.88
C 60 120 0.80 0.92 0.92 0.80
D 100 180 0.72 1.00 1.00 0.72
E 40 100 1.00 1.00 1.00 1.00
F 50 75 0.60 0.80 0.60 0.80
G 90 150 0.67 0.86 0.86 0.67

Na Slici 3.1, svaka DMU je na osnovu vrednosti ulaza i izlaza predstavljena kao jedna
tatka u koordinatnom sistemu, a predstavljene su i granice efikasnosti dobijene na osnovu
reSenja CCR 1 tri BCC modela sa razli¢itim prinosima na obim (BBC; — varijabilni prinos, BCC,

— nerastuci i BCC; — neopadajuci).



Kao §to se moze videti sa slike, poluprava koja prolazi kroz koordinatni pocetak i tacku E
pokazuje granicu efikasnosti dobijenu reSavanjem CCR modela. U slucaju jednog ulaza i jednog
izlaza, granica efikasnosti koju daje CCR model je uvek prava linija koja polazi iz pocetka
koordinatnog sistema. Ovo je posledica ¢injenice da CCR model ne dozvoljava da DMU posluju
sa razli¢itom ekonomijom obima, odnosno da dozvoljava samo konstantni prinos na obim. Na
primer ako se posmatraju jedinice E 1 B moZe se reci da je vrednost izlaza 2.5 puta veca od
vrednosti ulaza za DMU E, dok je taj odnos za DMU B jednak 2.2. Znaci jedinica B je
neefikasna posto je njen prinos na obim manji od prinosa koji obezbeduje E. Ona bi mogla
postati efikasna i na¢i se na polupravoj OE (izmedu tataka B’ i B’’) ako smanji ulaz ili poveca
izlaz u pravcu strelica na grafu. Puna linija koja spaja tacke E 1 D na «severozapadnoj» granici
skupa proizvodnih mogucénosti predstavlja granicu efikasnosti dobijenu reSavanjem BCC,
modela. U ovom slu¢aju DMU D je proglasena efikasnom iako je odnos izlaza prema ulazu
jednak samo 1.8. Medutim prema modelu BCC; dozvoljen je varijabilan prinos na obim, i ne
postoji ni jedna druga jedinica sa slicnom izlazno-ulaznom kombinacijom sa kojom bi se D
mogla porediti, pa je postala efikasna. Isprekidane linije na grafikonu pokazuju kakav je zapravo
oblik granice efikasnosti (konveksni omotac) koji se dobija kao rezultat primene osnovnog BCC
modela (BCC,).

— A CCRgranica BCC granica
efikamLS\ti‘ jkasnosti

u
>

Slika 1.1. Oblici granice efikasnosti

Na osnovu dobijenih indeksa efikasnosti, kao i na osnovu prikaza CCR i BCC granice
efikasnosti moZe se zakljuciti da je indeks efikasnosti koji daje CCR model uvek manji ili jednak

od indeksa efikasnosti koji daje BCC model. Na primer ako se ponovo analizira tacka B iz tabele

1. vidi se da je ona sada znatno efikasnija ( 4, =0.95), §to se grafi¢ki moZe tumaciti kao udaljenost

od granice efikasnosti. Ova vrednost govori da bi jedinica B postala efikasna ako bi smanjila ulaz



na vrednost 0.95%50=47.5. Kada se primeni BCC; matematicki model za izraCunavanje
efikasnosti DMU B, pored indeksa efikasnosti dobijaju se i referentne jedinice i faktori
intenziteta. Jedinice na koje treba B da se ugleda su efikasne E i D. Faktori intenziteta ovih
jedinica iznose 0.125 1 0.875 respektivno, §to nam govori da je ograniCenje (25) zadovoljeno
(0.125+0.875=1). Ove dualne vrednosti se takode mogu iskoristiti kod raunanja ciljanih

vrednosti ulaza i izlaza:
Ulaz’5=0.125*%100+0.875%40=47.5 = potrebno je smanjiti ulaz za 2.5.
Ulaz’5=0.125*180+0.875*100=100 = izlaz ostaje nepromenjen.

Granicu efikasnosti za model BCC, ¢ini deo CCR granice OE, a ostatak BCC granica (duz
ED i isprekidana poluprava koja je paralelna sa X-osom). Kao posledica primene BCC modela sa
nerastu¢im prinosom na obim smanjila se efikasnost jedinica A i F (imaju iste ulazne 1 izlazne
vrednosti) koje se nalaze u delu grafikona na kom se promenio pravac granice efikasnosti. Sve
ostale vrednosti su iste kao kod BCC; modela. Za ove dve jedinice referentna je organizacija E sa
intenzitetom 0.75 < 1 1 on govori da bi A 1 F postale efikasne sa istim izlazom ako bi smanjile
ulaz na 0.75*%40=30. Znaci tacke A i F treba da se krecu u pravcu strelice na Slici 4. da bi

dostigle granicu efikasnosti na najkra¢im putem.

Granicu efikasnosti za model BCCj; €ini deo BCC granice paralelan sa Y-osom od apscise
do tacke E i ostatak je deo CCR granice (poluprava koja se krece od taCke E u beskonacnost).
Kao posledica primene BCC modela sa neopadaju¢im prinosom na obim, u odnosu na rezultate
BCC; modela, smanjila se efikasnost organizacija B, D i G koje se nalaze u gornjem delu
grafikona na kom se promenio pravac granice efikasnosti, pa su one sada znatno viSe udaljene od
granice u odnosu na koju se racuna efikasnost posmatranih jedinica. Za sve ove jedinice
referentna je jedina efikasna organizacija E. Ako se analizira jedinica D, koja je prema BCC;
modelu bila efikasna, da bi sada dostigla indeks efikasnosti 1 potrebno je da se kre€e u pravcu
strelice na grafikonu. To znaci da bi jedinica D postala efikasna i ostvarila trenutni nivo izlaza
(180) koji je 1.8 puta veci od izlaza DMU E, potrebno je angaZzuje i 1.8 puta viSe ulaza od DMU
E (1.8*%40=0.72*100=72).

Na osnovu analize rezultata dobijenih reSavanjem Cetiri DEA modela mozZe se zakljuciti da
CCR daje najmanje indekse efikasnosti zbog najstrozih zahteva, da prinos na obim treba da bude
konstantan ¢ime se istovremeno meri i ukupna tehnicka efikasnost i efikasnost obima poslovanja.
BCC; model ne ukljucuje meru obima poslovanja ve¢ meri samo Cistu tehnicku efikasnost
pretvaranja ulaza u izlaze i prema tome daje najvecu vrednost za indeks efikasnosti 1 najveci broj

jedinica proglaSava efikasnim. Modeli BCC, i BCC; u obzir uzimaju jedan tip ekonomije na



obim, pa prema tome indeks efikasnosti se krece u intervalu izmedu najmanje i najvece dobijene

vrednosti za svaku DMU. To znaci da je

h, (CCR)< h (BCC2), h, (BCC3)< h, (BCC)) (3.29)

Moze se re¢i da su BCC, i BCC; hibridne varijante osnovnih DEA modela za procenu
efikasnosti jedinica koje posluju sa nerastu¢im, odnosno sa neopadaju¢im prinosom na obim.
Posto je granica efikasnosti u ovim slu¢ajevima kombinacija CCR 1 BCC granice efikasnosti, u

praksi je dovoljno resiti samo CCR 1 BCC model.



Orijentacija DEA modela

Modeli prikazani u prethodnim podpoglavljima su dizajnirani je cilj da se minimiziraju
ulazi potrebni za proizvodnju traZene koliCine izlaza. Takvi modeli se najceS¢e nazivaju ulazno
orijentisani modeli. DMU, se smatra relativno neefikasnom ako joj je moguce smanjiti bilo koji
ulaz bez smanjenja bilo kog izlaza i bez uvecanja nekog od preostalih ulaza. Neefikasna jedinica
moze postati efikasna smanjujuci svoje ulaze (proporcionalno faktoru intenziteta Z u dualnom
modelu) dok se njeni izlazi ne menjaju. Nasuprot ulaznoj orijentaciji, u izlazno orijentisanom
modelu cilj je da se maksimizira izlaz pri zadatom nivou ulaza, a neefikasna jedinica postaje
efikasna kroz povecanje svojih izlaza (proporcionalno faktoru intenziteta & u dualnom modelu).
DMU je relativno neefikasna ako joj je moguce povecati bilo koji izlaz bez povecanja bilo kog
ulaza i smanjenja nekog od preostalih izlaza. Pored ove dve striktno odredene orijentacije
modela u literaturi se Cesto pominju 1 neorijentisani (Cooper, Seiford, & Tone, 2000) ili
kombinovani modeli ((Joro, 1998), (Thanassoulis & Emrouznejad, 1995)). Kod ovih modela se
razmatra mogucnost da se vrsi simultano smanjenje ulaza i povecanje izlaza da bi posmatrana

jedinica postala efikasna.

Osnovni linearni DEA CCR i1 BCC modeli za ulaznu i izlaznu orijentaciju i neorijentisani
modeli dati su u Tabeli 2. Prvo su dati primalni (teZinski problem) i dualni (problem obavijanja)
osnovni DEA modeli sa ulaznom orijentacijom, a zatim primalni i dualni izlazno orijentisani

DEA modeli i na kraju neorijentisani modeli. Svi modeli su dati u matri¢noj formi.

U primalnom izlazno orijjentisanom DEA modelu virtuelni izlaz za DMUy je jednak 1

(100%), a minimizira se njen virtuelni ulaz pri ogranicenju da za svaku DMU koja je ukljuc¢ena u
analizu virtuelni izlaz ne moze biti veci od virtuelnog ulaza. Ovaj model se naziva “tezinski”
problem posto treba odrediti vrednosti teZinskim faktorima za ulaze i izlaze. Ove teZine moraju
imati nenegativne vrednosti, a za svaku DMU se odreduju tako da se ona predstavi u najboljem
mogucem svetlu. Najmanja moguca vrednost za funkciju cilja je 1 i1 tada je posmatrana DMU
relativno efikasna, odnosno sa datim nivoom ulaza postigla je maksimalno moguci nivo izlaza.
Ako je vrednost funkcije cilja veca od 1, posmatrana jedinica je relativho neefikasna i
proporcionalno toj vrednosti treba da poveca svoje izlaze da bi bila efikasna. Ako je vrednost
funkcije cilja ve¢a od 1, onda one jedinice kod kojih je virtuelni izlaz jednak njihovom
virtuelnom ulazu Cine uzorne ili referentne jedinice za posmatranu jedinicu i obrazuju facet u
odnosu na koju je izmeren njen nivo efikasnosti. Mera efikasnosti na osnovu reSenja izlazno

orijentisanog DEA modela jednaka je recipro¢noj vrednosti njegove funkcije cilja.

Tabela 1.2. Orijentacija DEA modela

Ulazno orijentisani




TeZinski problem

Problem obavijanja

(max)h = uTYk +u,
viX, =1
ue +u'Y-v'X <0

u>ev ze

(min) Z—g(e"s" +e's7)

p.o.
YA-s5" =Y,

ZX, ~XA—-s" =0

Z neograniceno, A,s%,s7,£20

Izlazno orijentisani

TeZinski problem

Problem obavijanja

(min) g = vTXk +u,

p-o
MY, =1
ue —u'Y+v'X >0

uTZS,vTZS

(max) @+&(e’s™ +e''s™)

p.o.
XA+s =X,

“YA+6Y, +s" =0

€ neograni¢eno, A4,s",s7,£€>0

Neorijentisani

Tezinski problem

Problem obavijanja

(min)g =v' X, —u'Y, +u,

p.o
viX, +u'Y, =1
ue —u'Y+v'X 20

uTZS,vTZS

(max) O+&(e’s" +e's7)

p-o.
XA+60X, +s =X,

—YA+6Y +s5s" =-Y,

6 neograni¢eno, A,s*,s7,£>0

Za sve teZinske probleme vaZi:

=0 u CCR,
neograni¢eno u BCC, ,

<0 u BCC,,

>0 u BCC,

u

s

Za sve probleme obavijanja vaZi:

CCR: nema dodatnog ogranicenja

BCC,: dodaje se di=1
BCC,: dodaje se Jda<1
BCC;: dodaje se Azl




Kao $to je vec¢ istaknuto, osnovnu ideju DEA metode najbolje ilustruje dualni model koji se
naziva “problem obavijanja”. U dualnom modelu pokuSava se da se za datu jedinicu konstruiSe
hipoteticka kompozitna jedinica izvan postojecih jedinica. Ako je to moguce posmatrana jedinica
je neefikasna, a ako nije ona je efikasna. U izlazno orijentisanom DEA modelu vrednosti za
dualne teZine pokazuju vaZnost koju je imala svaka DMU pri definisanju ulaza i izlaza

kompozitne jedinice i odreduju se tako da nijedan od wulaza kompozitne jedinice

(Z A X0 = 1,2,...,m] ne bude veci od vrednosti tog ulaza za k-tu DMU. Pomocu tako izabranih
j=1

n
dualnih teZina izraCunava se za svaki izlaz potrebna koli¢ina (Z A jy,j,r=1,2,...,sJ koju k-ta
j=1

DMU treba da proizvede da bi bila efikasna. Ako posmatrana k-ta DMU proizvodi manju
koli¢inu izlaza, onda faktor intenziteta A; pokazuje za koliko proporcionalno ona treba da poveca
svoje izlaze da bi bila efikasna. Kada od svih 4; (j= 1, 2, ...,n) u optimalnom reSenju samo Ax
ima pozitivnu vrednost, onda se k-ta DMU nalazi na granici efikasnosti 1 nije moguce od
preostalih DMU konstruisati kompozitnu jedinicu koja bi sa istim nivoom ulaza kao i k-ta DMU

proizvodila vecu koli¢inu izlaza.

Orijentacija DEA modela (ulazna ili izlazna) odreduje pravac projekcije neefikasne DMU
na granicu efikasnosti. U ulazno orijentisanom modelu efikasnost se poboljSava preko
proporcionalnog smanjenja ulaza, a izlazna orijentacija zahteva proporcionalno povecanje izlaza.
Dakle, u ulazno orjentisanom modelu neefikasna k-ta DMU se projektuje nalevo (horizontalno)
na grani¢nu tacku (ZXj, Y;), a u izlazno orijentisanom modelu naviSe (vertikalno) na grani¢nu
taCku (X, 0Yy) gde Xy, Yi predstavljaju vektore ulaza i izlaza za DMU,. Medutim, treba napraviti
razliku izmedu grani¢ne tacke (za nju faktor intenziteta mora biti jednak 1) i efikasne grani¢ne

tacke za koju je neophodno 1 da su sve dopunske promenljive u dualnom DEA modelu jednake 0.

CCR modeli daju meru ukupne tehnicke efikasnosti jedinice (ukljuCene su i Cista tehnicka
efikasnost i efikasnost obima). Za CCR model (i za primal i za dual) postoji veza izmedu
optimalnih reSenja ulazno 1 izlazno orijentisanog modela. Proizvod ovih reSenje je 1, odnosno za
primalni model h*- g*=1, a za dualni Z*- *=1. Dakle, granica efikasnosti je ista bez obzira na

orijentaciju modela, samo je pravac projektovanja na nju razli€it.

Neorijentisani modeli se razlikuju od do sada opisanih modela ulazne ili izlazne
orijentacije poSto se istovremeno mogu izracunati poboljSanja i u izlazima i u ulazima da bi
DMU; postala efikasna. Ako se posmatra primalni neorijentisani model moZe se zakljuciti da se
zahteva minimizacija razlike virtuelnih ulaza i izlaza pri ogranienjima da njihov zbir bude

jednak 1 i da za svaku DMU koja je ukljucena u analizu virtuelni izlaz ne moZze biti ve¢i od



virtuelnog ulaza. To znaci da pojedinacne vrednosti virtuelnog ulaza ili izlaza DMU; moraju biti
manje ili jednake 1, a zbog prirodnih ogranienja vece ili jednake 0. Prema tome vrednost
virtuelnih ulaza moZe da se kre¢u izmedu 0 i 1. Minimum njihove razlike ¢e se ostvariti ako je
vrednost funkcije cilja jednaka 0, tj. kada su virtuelni ulazi i izlazi medusobno jednaki (0.5). Ako
je vrednost funkcije cilja veca, ona pokazuje za koliko bi procentualno DMU; trebalo
istovremeno da smanjiti ulaze i poveca izlaze da bi postala efikasna. Dualne teZine imaju isto
znacenje kao kod ulazno ili izlazno orijentisanih modela i referentne jedinice se odreduju na veé

opisani na¢in. Ako je DMU;, efikasna moraju biti ispunjeni sledeci uslovi.

6=0 (3.30)
A=l A =0k (3.31)
e'st=0,e's =0 (3.32)

Iz prethodnih uslova sledi da su ograniCenja ispunjena 1 imaju oblike

1*X, =X,,1*Y, =Y, . Za neefikasnu DMU, grani¢na tacka, koja joj je uzorna jedinica, ima
koordinate ((1-6)X,,(1+8)Y,), pod uslovom da su sve dopunske promenljive s* i s~ jednake

0.

Primer 2.

Za ilustraciju razlike izmedu ulazno, izlazno orijentisanih i neorijentisanih modela bice
koriS¢eni podaci iz primera 1. za 7 DMU koje koriste jedan ulaz - U (kao i u primeru 1.) i

proizvode dva izlaza (I1 1 I12). Prvi izlaz je isti kao u primeru 1.

Tabela 1.3. Rezultati primene DEA modela razlicite orijentacije

Ulazrrllloo((i)g]?[r}t)lsam IZlaZIIE)OZSIJ zl)tlsam Neorijentisani model (N)
DMU u 11 2
/U U Z, ul une 1-u 12U Z,
11+U 2+U

A 50 75 210 | 1.50 420 1.00| 0.67 0.24 1.00 0.20 0.62 0.00
B 50 110 190 | 220 3.80 1.00| 045 0.26 1.00 0.38 0.58 0.00
C 60 120 252 | 200 4.20 1.00| 050 0.24 1.00 0.33 0.62 0.00
D 100 275 200 |275 200 1.00 036 0.50 1.00 0.47 0.33 0.00
E 40 100 120 | 2.50 3.00 1.00, 0.40 0.33 1.00 0.43 0.50 0.00
F 50 75 90 1.50 1.80 0.60| 0.67 0.56 1.67 0.20 0.29 0.25
G 90 225 180 | 2.50 2.00 0.92] 040 0.50 1.08 0.43 0.33 0.04

Za merenje efikasnosti posmatranih organizacija koriS¢eni su CCR ulazno i CCR izlazno
orijentisani i neorijentisani modeli. Rezultati su dati u kolonama U, I, N tabele 3.3, respektivno.

Iz tabele 3.3 se moZe videti da su Cetiri naglaSene jedinice (B, C, D, E) efikasne bez obzira na



orijentaciju modela, a ostale su neefikasne. Jedinica A ima indeks efikasnosti 1 kao da je
efikasna, medutim to nije slucaj. Objasnjenje nastale situacije i prikaz razlika izmedu modela dat
je graficki u dvodimenzionalnom prostoru. Za konstruisanje grafikona za ulazno odnosno izlazno
orijentisane modele koriS¢eni su koli¢nici iz 5.1 6.1 8. 1 9. kolone koji u stvari predstavljaju racia

ulaza i izlaza.
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Slika 1.2. Ulazno-orijentisani DEA model Slika 1.3. Izlazno-orijentisani DEA model

Na Slici 3.2. je dat grafikon koji odgovara ulazno-orijentisanom modelu, a na Slici 3.3.
grafikon koji odgovara izlazno-orijentisanom modelu. Granicu efikasnosti ili obvojnicu u oba

slu¢aja Cine efikasne jedinice C, B, E 1 D. Razlika je u na¢inu obavijanja neefikasnih jedinica.

U prvom slucaju ocigledno neefikasne jedinice F i G (indeks efikasnosti manji od 1) su
obavijene odozgo, dok su u drugom slu¢aju neefikasne jedinice, F i G, sa indeksom ve¢im od 1
obavijene odozdo. Za svaku od neefikasnih organizacija se moZe konstruisati referentna jedinica
na granici efikasnosti. Za organizaciju F, to je postojeca organizacija E. Za organizaciju G mora
se konstruisati hipoteticka jedinica G’, koja nastaje kao linearna kombinacija ulaza 1 izlaza
organizacija E i D, poSto se G’ nalazi na duZi koja spaja ove dve organizacije. Indeks efikasnosti
se moZe izracunati kao odnos radijalnog rastojanja posmatrane DMU od koordinatnog pocetka i
radijalnog rastojanja njene referentne tacke od koordinatnog pocetka (OG’/OG i1 OE/OF).
Ocigledno je da su jedinice F 1 G na Slici 3.2. dalje od koordinatnog pocetka od njihovih
referentnih taaka pa je i indeks efikasnosti manji od 1, a na Slici 3.3. ja njihovo radijalno

rastojanje manje od rastojanja taCaka G’ 1 E $to implicira indeks efikasnosti veci od 1.

U drugom slucaju se teZi maksimizaciji izlaza koji se mogu proizvesti sa datim ulazima, pa
su neefikasne jedinice, F 1 G, sa indeksom ve¢im od 1 obavijene odozdo. Referentne jedinice se
formiraju na isti nacin kao kod ulazno orijentisanog modela, samo Sto se neefikasne tacke nalaze

blize koordinatnom pocetku u odnosu na ta¢ke E 1 G’ pa su koli¢nici OG’/OG i1 OE/OF veci od




jedan. Vrednosti koli¢nika predstavljaju indekse efikasnosti za jedinice F 1 G 1 govore za koliko
procentualno jedinice treba da povecaju izlaze da bi postale efikasne. Znaci ako bi jedinica F
povecala svoje izlaze za 1.67 puta, njihove vrednosti bi bile priblizno jednake 125, odnosno 150.

Koordinate tacke F bi bile iste kao koordinate tacke E 1 nasla bi se na granici efikasnosti.

Za analizu je interesantna DMU A koja ima indeks efikasnosti jednak 1 u oba slucaja, ali je
proglaSena neefikasnom. Na grafikonima se moZe videti da se ona u oba slucaja nalazi na
isprekidanim odse¢cima granice efikasnosti koji su paralelni sa apscisom ili ordinatom. U
poredenju sa taCkom C, posmatrana tacka A ima manji odnos U/I1 za 0.5, odnosno veci racio
U/12 za 0.17. Odnos drugog izlaza i ulaza je isti kao kod tacke C. Znaci, da bi A postala efikasna
mora povecati izlaz “broj aktivnih kredita” na 100. Razlika izmedu Zeljene vrednosti i stvarne
(100-75=25) predstavlja vrednost izravnavaju¢e promenljive, koja je veca od nule i ukazuje da
DMU A nije efikasna.

Grafikon koji bi ilustrovao granicu efikasnosti za neorijentisane modele je dat na Slici 3.4.

UBIK-BKA
AUBIK+BKA A

BAK-BKA
?AK+BKA

O

Slika 1.4. Neorijentisani DEA model

Za crtanje grafikona iskoriS€eni su koli¢nici dati u Tabeli 3.3. Ako se posmatra
neorijentisani primalni (teZinski) model vidi se da se teZi minimizaciji razlike virtuelnih ulaza i
izlaza. Pri crtanju grafikona nisu uzeti u obzir multiplikatori tj. teZinski koeficijenti za ulazne tj.
izlazne parametre koje onemogucuju da funkcija cilja bude negativna. Da bi se sprecilo da
funkcija cilja postane negativna u obzir je uzeta razlika izlaza i ulaza. Pored toga iskoriS¢ena je
osobina linearnog programiranja (min)f(x)=(max)(—f(x)), 1 zbog toga granica efikasnosti koja
spaja tacke C, B, E i D obavija neefikasne jedinice F i G odozgo. MozZe se primetiti da su sve
jedinice ocenjene na isti nacin kao i kod prethodna dva modela, samo je indeks efikasnosti za

efikasne jednak 0. Jedinica A takode ima indeks efikasnosti 0, ali je neefikasna iz istih razloga



kao 1 kod prethodnih modela. Ako se posmatra taCka F, moZe se primetiti da je njena referentna
jedinica ponovo tacka E. Indeks efikasnosti 0.25 govori da taka F treba da smanji ulaze za 25%
(na 37.5) i poveca izlaze za 25% (93.75 1 112.5) da bi se naSla na granici efikasnosti. Kretanje
tacke F prema granici efikasnosti je u pravcu vektora FE. Vektor FE je rezultanta dobijena
sabiranjem vektora FF” 1 F’E, koji pokazuju pravce u kojima se kreCe tacka F ako se vrS$i
smanjenje ulaza BKA 1 pojedinacno povecanje izlaza I1 i 12, respektivno. Na isti nacin tacka G
dostiZe koordinate tacke G’ na granici efikasnosti smanjenjem ulaza za 4% 1 istim procentualnim

povecanjem izlaza.

1.1.2. NERADIJALNE MERE EFIKASNOSTI

Za razliku od osnovnih modela u kojima se indeks efikasnosti odreduje kao radijalna
distanca DMUj od njene referentne jedinice, razvijeni su modeli u kojima je indeks efikasnosti
neradijalna mera. Pri reSavanju modela koji podrazumevaju neradijalnu meru efikasnosti
zna¢ajnu ulogu imaju dopunske promenljive, pa su modeli dobili nazive uzimajuéi u obzir nacin

na koji se one tretiraju. U daljem tekstu e biti prikazana dva tipa ovih modela.
Aditivni modeli

Prvi tip modela kod kojih indeks efikasnosti direktno zavisi od vrednosti izravnavajuc¢ih
promenljivih naziva se aditivni model, poSto funkcija cilja predstavlja zbir svih dodatnih

promenljivih. Ovaj model je najlakSe razumeti u formi obavijanja (Model M 3.6).

MODEL (M 3.6)

(max)e(e’s* +e's7) (3.33)
p.o.
XA+s =X, (3.34)
Yi-s' =Y, (3.35)
A,s7,57,€20 (3.36)

CCR: nema dodatnog ograni¢enja
BCC,: dodaje se =1 (3.37)
BCC,: dodaje se ¢! 1<1

BCC,: dodaje se e 4>1



U prethodnom poglavlju je re¢eno da DMU; moZe biti efikasna samo ako su joj sve
dodatne promenljive (s~ i s*) jednake nuli. Znac¢i da bi DMU; bila efikasna prema aditivnom
modelu vrednost funkcije cilja mora biti jednaka 0. U suprotnom ona predstavlja ukupnu
vrednost za koju treba simultano povecati izlaze i smanjiti ulaze. Oc¢igledno je da se ovde radi o
neorijentisanom modelu. Ograni¢enja (3.34) 1 (3.35) definiSu da vrednost ulaza posmatrane
jedinice mora biti veca ili jednaka od ulaza kompozitne jedinice i da vrednost izlaza posmatrane
jedinice mora biti manja ili jednaka izlazu kompozitne jedinice. Kada je DMU;, efikasna ova
ograni¢enja postaju jednakosti. OgraniCenje (3.36) zavisi od pretpostavljenog prinosa na obim i
moZze imati jednu od 4 predloZene forme, kao 1 kod osnovnih modela. U tumacenju reSenja vaznu
ulogu imaju vrednosti dopunskih promenljivih koje govore za koliko po apsolutnoj vrednosti

treba povecati izlaz i smanjiti ulaz da bi DMU; postala efikasna. Pomocu optimalnog reSenja (

A st s'*) problema (M 3.6) mogu se odrediti ciljane vrednosti za neefikasne DMUj:
X,: = X, -5 (3.38)
Yk" =Y + st (3.39)

Za model (M 3.6) odgovarajuci dualni model (u literaturi se model (M 3.7) naj¢eS¢e naziva

primalni, a model (M 3.6) dualni aditivni modela) glasi:

MODEL (M 3.7)

(min)g =v'X, —u'Y, +v, (3.40)
p.o
ue —u'Y+v'X >0 (3.41)
u>ev' >¢ (3.42)
gde je:
=0 u CCR,
neograni¢eno u BCC, ,
. <0 u BCC,, (3.43)
<0 u BCC,

Ukoliko se reSavaju modeli ulazne orijentacije podrazumeva se da se mogu samo ulazi
smanjivati. Prema tome, samo dopunska promenljiva za ulaze mozZe biti veca od nule (s~ =20 i

s =0), §to znadi da se menjaju funkcija cilja ((max)&(e’ s™)) i ogranicenje (3.35) koje postaje

YA=Y,.



Sli¢no, ukoliko se reSavaju modeli izlazne orijentacije podrazumeva se da se mogu
povecavati samo izlazi $to implicira da je s =0 i s* >0. To znaci da funkcija cilja sabira samo

izlazne dopunske promenljive ((max)&(e’s*)) i menja se ograniCenje (3.34) koje postaje

X A= X, . Analogno promenama u dualnom modelu moraju se napraviti promene i u primalnom
modelu postuju¢i poznate principe linearnog programiranja koji definiSu nacin prevodenja

modela iz primala u dual (Cooper, Seiford, & Tone, 20006).

Za objasnjenje modela (M 3.6) i (M 3.7) iskoristi¢emo podatke iz primera 2.

Primer 3.

Poredenje ¢e biti izvrSeno na osnovu rezultata dobijenih reSavanjem osnovnih modela
ulazne orijentacije i neorijentisanih aditivnih DEA, koji pretpostavljaju konstantan prinos na

obim.

Tabela 1.4. Rezultati primene aditivnog DEA modela

Izlazno orijentisani Aditivni model
model (I)
DMU u o1 12 ) . - -

UM UM2 By \Spey S Some 9| Tg Ty
A 50 75 210 | 067 024 1.00| 0 25 0 0 0.50 0.24
B 50 110 190 | 045 0.26 1.00| O 0 0 0 0.45 0.26
C 60 120 252 | 050 024 1.00| O 0 0 0 0.50 0.24
D 100 275 200 | 036 050 1.00| O 0 0 0 0.36 0.50
E 40 100 120 | 040 033 1.00| O 0 0 0 0.40 0.33
F 50 75 90 0.67 056 1.67, 0 25 120 145 0.50 0.24
G 90 225 180 | 040 0.50 1.08| 0O 0 90 90 0.40 0.33

Na osnovu rezultata ocigledno je da jedinice B, C, D 1 E ostaju efikasne 1 na osnovu reSenja
aditivnog modela. Za jedinicu A smo ve¢ na osnovu prethodne analize zakljucili da treba da
poveca vrednost izlaza I1 za 25 da bi postala efikasna. Jedinica F bi trebalo da poveca izlaze za
251 120 da bi postala efikasna. Zbir ovih izravnavajucih tj. dopunskih promenljivih daje indeks
efikasnosti jednak 145 (25+120). Slicno se mozZe zakljuciti i za G koja postaje efikasna ako
poveca 12 za 90. U poslednje dve kolone tabele 3.4 su prikazani koli€nici ulaza i ciljanih izlaza

koji se racunaju na osnovu formula (3.38) i (3.39).
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Slika 1.5. Aditivni DEA model Slika 1.6. Osnovni DEA model

Na Slici 3.5. i u tabeli 3.4. se vidi da je za tacku F referentna taCka C poSto je novi odnos

izlaza 1 ulaza isti za obe jedinice. SliCan zakljucak se moZe izvesti posmatrajuci tacke G i E.

Jedinica G je neefikasna, a taCka E je njena referentna jedinica, i moZe se rec¢i da organizacija G

treba da teZi da ostvari odnos ulaza i izlaza isti kao jedinica E. Tacke F 1 G bi trebalo da se krece

u pravcu vektora na Slici 9. da bi se pozicionirale na granici efikasnosti.

Pored razlika u matematickoj formulaciji i tumacenju dobijenih rezultata dve bitne razlike

izmedu osnovnih i aditivnih DEA modela su:

1.

Indeks efikasnosti dobijen reSavanjem osnovnih DEA modela je neosetljiv na promenu
mernih jedinica ulaza 1 izlaza, dok se indeks efikasnosti menja u sluCaju primene
aditivnih modela. Na primer ako bi 12 bio dat u hiljadama, indeks efikasnosti jedinice G
bi bio 90000, a ne 90.

Indeks efikasnosti dobijen reSavanjem osnovnih DEA modela zavisi od poloZaja
koordinatnog sistema, dok se on ne menja kod aditivnih modela ako se promeni pozicija
koordinatog pocetka. Kao $to se vidi na Slici 3.5. rastojanje se meri koriS¢enjem
metrike L1 (Cooper, Seiford, & Tone, 2006) od posmatrane tatke do granice
efikasnosti, pa polozaj koordinatnog sistema ne igra nikakvu ulogu. Za razliku od
neradijalnih, kod radijalnih modela rastojanje se rafuna kao udaljenost posmatrane
tacke do koordinatnog pocetka koriste¢i Euklidovu metriku i direktno zavisi od pozicije
na kojoj se koordinatni pocetak nalazi. Na Slici 3.5. je prikazano Sta se deSava ako se
koordinatni pocetak nalazi u tacki (0.2; 0.2), a primenjuje se CCR DEA model. Na
primeru tacke F (Slika 3.5) se vidi da se menja indeks efikasnosti koji se sada meri kao
O’F’/O’F 1 ofigledno ima vrednost oko 0.4, a bio je jednak OE/OF=0.6, dok ista



promena nema uticaja na indeks efikasnosti dobijen primenom aditivnih modela (Slika
3.5).

Mere bazirane na dopunskim promenljivim

Aditivni modeli kod kojih vrednost funkcije cilja ne zavisi od mernih jedinica ulaza i izlaza
daju meru efikasnosti baziranu na dopunskim promenljivim (Slack Based Measures — SBM)
(Tone, 2001). Efikasnost se izraZava u skalarnoj formi i ostaje ista bez obzira da li je merena

jedinica nekog parametra kilometar ili metar.

U cilju procene efikasnosti krece se od ulazno orijentisanog modela razlomljenog

programiranja (M 3.8).

MODEL (M 3.8)

1<
l—m;sl. ! x,,

(min) p = — G449
I+ ) s/
S,Z:‘ r yrk
p.o
le.j/lj+s;=xik i=1,....m (3.45)
=
Zyrj/ij+sr+ =y, r=1...,s (3.46)
=
A4, 20,j=1,..,n, 57 20,i=1,...,m, st 20,r=1,...,s (3.47)

Ova osobina se naziva “sloboda dimenzija” ili “jedini¢na invarijantnost”. Mera bazirana na

dopunskim promenljivim ima dve vazne osobine (Cooper, Seiford, & Tone, 2006):

e Mera efikasnosti je invarijantna na merne jedinice ulaza 1 izlaza (jedini¢na

invarijantnost). (O1)

e Vrednost indeksa efikasnosti je monotono opadaju¢a za svaku ulaznu ili izlaznu

dopunsku promenljivu (monotonost). (O2)
Pretpostavlja se da su vrednosti za ulazne tj. izlazne promenljive vece od nule, a ako su
jednake nuli (x, =0iliy, =0) iz funkcije cilja se briSe izraz s; /x, ilis; /y, . O¢igledno je da
¢e vrednost funkcije cilja biti jednaka 1, Sto znaci da je DMUj efikasna, samo u slu¢aju da sve

dopunske promenljive za ulaze i izlaze imaju vrednost 0, a ako je bar jedna od njih veca od 0

indeks efikasnosti je manji od 1. Ovaj model ocigledno ispunjava osobine O1 i O2. Kada se



posmatraju imenilac i brojilac funkcije cilja o¢igledno je da se i ulazne i izlazne promenljive 1
njihove odgovaraju¢e dopunske promenljive izrazavaju istim mernim jedinicama ¢ime se postiZe
jedini¢na invarijantnost. Ako se vrednost neke od dopunskih promenljivih (s; ili s7) poveca, a

da se niSta drugo ne promeni vrednost funkcije cilja oCigledno striktno monotono opada. Kod
izlazno orijentisanog modela menja se samo funkcija cilja (3.44°) ¢ija bi vrednost bila jednaka 1

za efikasne 1 vec¢a od 1 za neefikasne DMU.
1+ 1 ZS: sty
s — r rk

I -
1_m,2=1:Si /x,

Ako se u model (M 3.8) uvede pozitivna skalarna varijabla ¢ i primene pravila transformacije

(max)y = (3.44")

modela razlomljenog u model linearnog programiranja dobija se model (M 3.8”).

MODEL (M 3.8")

1 m

min)z = t-—» s, /x 3.48
( ) m; i rk ( )
p.o

t+lis+/y =1 (3.49)

s o r rk .

le.jlj +s, =x, i=1...m (3.50)

=

Zyrj/lj+s:=yrk r=1...,s (3.51)

=

A4, 20, j=1,..,n, 57 20,i=1,...,m, st 20,r=1,...,s (3.52)

Za neefikasne jedinice (indeks efikasnosti razli¢it od 1) se sliéno kao u osnovnim DEA
modelima moZe odrediti skup referentnih jedinica za koje vazi da je 4 >0 i takode se na isti
nacin kao kod aditivnih modela mogu odrediti ciljane vrednosti ulaza i izlaza preko relacija
(3.38) 1 (3.39) koje posmatrana DMU treba da dostigne da bi bila efikasna.



1.1.3. MODELI SA NEKONVEKSNOM GRANICOM EFIKASNOSTI

Osnovni DEA modeli podrazumevaju da granica efikasnosti koja obavija sve neefikasne
jedinice ima oblik konveksnog konusa ili omotaca u zavisnosti od izabrane ekonomije obima.
Granicu efikasnosti formiraju efikasne DMU. Sa slika 3.5. 1 3.6. se moze videti da se neefikasna
jedinica G poredi sa hipotetickom jedinicom G’ koja se dobija kao linearna kombinacija dve

efikasne jedinice.

Da bi izbegli pretpostavke o obliku granice efikasnosti i da bi obezbedili da se jedinice
porede prema stvarnim performansama Deprins, Simar i Tulkens su uveli metodu pod nazivom
Free Desposal Hull -FDH (Cooper, Seiford, & Tone, 2000), str. 105. Granica efikasnosti
predstavlja “najmanji skup” koji obuhvata sve proizvodne mogucnosti generisane na osnovu
performansi posmatranih jedinica. To znac¢i da bi DMUj pripadala granici efikasnosti potrebno je
da vrednosti njenih ulaza budu manje ili jednake, a vrednosti izlaza vece ili jednake od

odgovarajucih vrednosti svih ostalih jedinica posmatranog skupa. (x, <x;, y, 2y;, j=1,...,n).

Za ilustraciju nacina na koji se formira FDH granica efikasnosti bi¢e koriS¢eni podaci iz primera

3. gde se podrazumeva izlazna orijentacija modela.

Primer 4.

Tabela 1.5. Rezultati primene FDH modela

Izlazno orijentisani model
DMU U I1 12

U/l U/n2 FDH
A 50 75 210 0.67 0.24 1.00
B 50 110 190 0.45 0.26 1.00
C 60 120 252 0.50 0.24 1.00
D 100 275 200 0.36 0.50 1.00
E 40 100 120 0.40 0.33 1.00
F 50 75 90 0.67 0.56 0.80
G 90 225 180 0.40 0.50 1.00

Na Slici 3.7. je prikazana stepenasta funkcija koja predstavlja FDH granicu efikasnosti (A-
C-B-E-G-D). FDH tehnologija ne podrazumeva radijalnu distancu i moZe se re¢i da prikazana
isprekidana linija ne postoji tj. tatka E nije referentna tacka za tacku F koja je jedina neefikasna
jedinica. FDH tehnologija se zasniva na principima dominacije. Pri odredivanju proizvodnog
skupa koji treba da formira granicu efikasnosti eliminiSu se sve dominirane jedinice (sa manjom
vrednoS¢u nekog izlaza i veCom vrednoScu ulaza). Ako se porede ulazi i izlazi jedinice F sa

ostalim kredinim organizacijama mozZe se uociti sledece:

a Tacka F ima istu vrednost ulaza kao jedinice A i B, ali proizvodi manje izlaza Sto

automatski znaci da nad njom dominiraju A i B.



a Jedinica E uz manji ulaz proizvodi viSe izlaza od F $to znaci da je F dominirana od

strane E.

)

Slika 1.7. FDH granica efikasnosti

Navedene karakteristike ¢ine tacku F neefikasnom. Ona bi trebalo da ostvari odnos izlaza i

ulaza kao tacka E da bi postala efikasna, $to se vidi na Slici 3.7.

Model koji daje reSenje problema sa nekonveksnom granicom efikasnosti ima sledeci
oblik:

MODEL (M 3.9)

(Min) Z, (3.53)
p-o.
>4y € Vs r=12,.s (3.54)
j=1
Z, X =) Ax; <0, i=12,...m (3.55)
j=1
>4, =1 (3.56)
j=1

ﬂje{O,l},s:,sg 20; j=12,.,n, r=12,..,5, i=12,...,m, Z, -neograniceno (3.57)

Ocigledno je da model M 3.9 predstavlja problem meSovitog “0-1" programiranja i da je
nastao kao modifikacija BCC modela koja podrazumeva da samo jedna jedinica moZe imati
teZinski koeficijent 4 jednak 1. Na taj nacin se osigurava da u skup efikasnih jedinica ulaze

samo nedominirane opservacije.



1.1.4. DEA MODELI SA OGRANICAVANIEM TEZINA

DEA metoda za svaku DMU ¢ija se efikasnost ocenjuje (primalni model) odreduje
vrednosti tezZinskih koeficijenata za ulaze i izlaze. Osnovni DEA modeli dozvoljavaju potpunu
fleksibilnost u izboru teZina jedinici Cija se efikasnost ocenjuje tako da ona postigne maksimalnu
efikasnost u skladu sa nivoima njenih ulaza i izlaza. Ova potpuna fleksibilnost u izboru teZina je
kljucna za identifikaciju neefikasnih DMU, koje leZe ispod granice efikasnosti Cak i sa svojim
skupom tezina. Medutim, tezine koje su odredene DEA analizom, nekada mogu biti u suprotnosti
sa prethodnim znanjem ili prihva¢enim stanoviStima za relativne vrednosti ulaza i izlaza.
Primene DEA metode za reSavanje realnih problema nametnule su razvoj metoda za vrednosne
procene. To je deo studije ocene efikasnosti koji reflektuje preference donosioca odluke u tom
procesu. Navode se sledeci razlozi za koriS¢enje procene vrednosti u DEA (pregled rezultata
preuzet iz (Marti¢, 1999) i (Popovi¢, 2006)):

a Ukljucivanje prethodnih stanovista o vrednostima pojedinih ulaza i izlaza;

Kao ilustracija ovog primera izvrSena je ocena efikasnosti poreskih odeljenja. Analiza
rezultata dobijenih primenom osnovnih DEA modela je ukazala da su pojedina poreska
odeljenja bila efikasna jer su im u optimalnom reSenju velike vrednosti teZina dodeljene za
broj reSenja o umanjenju poreza i broj sudskih poziva neodgovornim poreskim
obveznicima (izlazi), dok su neki “vazniji” izlazi, kao §to je broj izdatih poreskih resenja,
bili prakti¢no ignorisani. Restrikcija fleksibilnosti teZina je bila nametnuta u pokuSaju da se
objedine pogledi top menadZmenta u vezi sa relativnom vaznoScu ulaza i izlaza koriS¢enih

u oceni efikasnosti.
a Povezivanje vrednosti pojedinih ulaza i/ili izlaza;

Primer je ocena efikasnosti jedinica za zaStitu trudnica u Velikoj Britaniji, gde je zahtevano
da teZina za ulazni faktor “rizik kod odojcadi” bude ista kao i za izlazni faktor “broj
prezivelih”. Odnos broja preZivelih 1 broja rizi¢nih beba je zapravo dodatni faktor koji je
trebalo ukljuciti u procenu. Kako originalni CCR model ne moZe da resi ovaj tip problema,
razvijen novi model da bi objedinio ove zahteve. Drugi primer je ocena efikasnosti
univerzitetskih departmana u Velikoj Britaniji, gde je trebalo da departmani sa vecim
brojem postdiplomaca budu favorizovani pri proceni efikasnosti, jer su Univerziteti
raCunali na ove studente zbog dodele vece pomoci vlade. Ovi kvalitativni elementi ne

mogu biti ukljuceni bez objedinjavanja procene vrednosti sa ocenom efikasnosti.

a Ukljucivanje prethodnih stanovista o efikasnim i neefikasnim jedinicama,



Pri proceni efikasnosti, menadZment Cesto ima stav o tome koje su od posmatranih jedinica
sa “dobrim”, a koje sa “loSim” performansama. Na primer, pri proceni efikasnosti banaka u
Americi je zapaZeno da su primenom CCR modela neke opSte poznato neefikasne banke
svrstane u efikasne. Stavovi rukovodstva treba da budu objedinjeni pri ocenjivanju
efikasnosti u cilju dobijanja rezultata koji su bliZi ranijim zapazanjima rukovodstva. Ovo je
dovelo do familije novih DEA modela u kojima se efikasnost banaka procenjuje na osnovu
ulaznih/izlaznih vrednosti tri prethodno izabrane banke koje su priznate kao efikasne.
Predizbor nekih jedinica pri proceni efikasnosti je u suprotnosti sa studijom efikasnosti
poreskih odeljenja, gde su autori uspeli da otkriju suStinu pri odredivanju efikasnih

odeljenja.
Q Ocenjivanje efikasnosti treba da uzme u obzir mogucnost supstitucije ulaz/izlaz;

KoriS¢enje parametarske proizvodne funkcije u ekonomiji, 1 pored njenih nedostataka,
dovelo je do uvodenja marginalnih stopa supstitucije izmedu ulaza i izlaza u proceni
efikasnosti. One se mogu koristiti pri donoSenju odluka o preraspodeli resursa. Odnos
izmedu optimalnih teZina koje CCR model daje za ulazne i izlazne faktore koristi se za
procenu marginalnih stopa transformacije. Ovaj koeficijent, medutim, ne moze uvek biti
odreden zato $to neke tezine mogu biti bliske nuli. Navodi se da problem dobijanja
pouzdanih stopa supstitucije koriS8¢enjem DEA metode tek treba da postane glavna
istrazivacka oblast. Ovo je verovatno posledica do sada ograniCenih pokusSaja koriS¢enja
DEA analize u oblasti donoSenja odluka u vezi preraspodele resursa. Jo$ jedan razlog za
ukljucivanje vrednosne procene u DEA proizilazi iz potrebe da se odredi ukupna efikasnost
posmatranih jedinica. Ukupna efikasnost, kako ju je definisao Farel, je sastavljena od
tehniCke 1 alokativne efikasnosti. Procena alokativne, a samim tim 1 ukupne efikasnosti
zahteva znanje “cena” ulaza. Informacije o cenama nisu uvek lako dostupne u neprofitno,
pa Cak 1 u profitno orijentisanom okruZenju, te stoga treba neke oblike alternativnih
informacija ukljuciti u procenu. Pokazano je da se procene vrednosti mogu koristiti za
odredivanje opsega cena za koli¢nike ulaz/izlaz u cilju utvrdivanja njihove ukupne
efikasnosti. Ovo je u suprotnosti sa tradicionalnim nacinom odredivanja ukupne

efikasnosti, gde su cene odredene koriS¢enjem pojedinacnih vrednosti za svaki ulaz i izlaz.
a Omogucavanje razdvajanja efikasnih jedinica;

Primer gde je omoguceno razdvajanje efikasnih jedinica je analiza 6 mogucih lokacija za
nuklearna postrojenja u Teksasu. Primenom osnovnog DEA modela dobijeno je da je pet
lokacija bilo relativno efikasno, pa se pojavio problem nemoguc¢nosti diskriminacije

efikasnih jedinica. Diskriminaciona mo¢ analize je bila povecana definisanjem oblasti



prihvatljivih teZina (takozvani regioni sigurnosti), koje su onda koriS¢ene za odredivanje

preferirane efikasne lokacije.

Uvodenje dopunskih ogranicenja za teZine, odnosno ogranicenja pomocu kojih se vrsi
vrednosna procena ulaza 1 izlaza dovodi do suZavanja ili proSirivanje granice efikasnosti. Neka
od proSirenja originalnog DEA modela u kojima su uklju¢ene procene vrednosti koja se mogu

naci u literaturi su data slede¢em delu teksta.

U primalnom CCR modelu teZinski koeficijenti ne mogu imati manju vrednost od
parametra € ¢ime se sprecava potpuno ignorisanje uticaja pojedinih ulaza i izlaza pri odredivanju
mere efikasnosti. Direktna restrikcija teZina se sastoji od nametanja stroZijih zahteva za teZinske
koeficijente umesto onih datih nejednacinama (3.9) i (3.10) u modelu M 3.2. Prema (Martic,

1999) do sada koriS¢ene direktne restrikcije teZina mogu se svrstati u sledece 3 kategorije:

Potpuno ogranicavanje teZina
Ovaj tip restrikcija spreCava da pojedini ulazi i/ili izlazi budu previSe naglaSeni ili

ignorisani u oceni efikasnosti. Dodatna ograni¢enja su sledeceg oblika:
V<V, <y, i=1,.,m (3.58)
u . <u <u ,r=1,..,s (3.59)

Korisnik (ekspert) zadaje vrednosti za parametre (granice) v,,v,, u,,u, 1 na taj naCin uvodi

procenu vrednosti u DEA model imajuci u vidu relativnhu vaZnost ulaznih 1 izlaznih faktora.
Vrednosti granica teZinskih koeficijenata pojedinih ulaznih i izlaznih faktora potpuno su
nezavisne. Osnovna poteSkoca u primeni ove kategorije restrikcije teZina leZi u zadavanju
vrednosti ovih granica. One mogu dovesti da DEA model nema dopustivo reSenje, jer uvodenje
donje granice za tezZinu jednog ulaza ograni¢ava gornju granicu teZina svih ostalih ulaza. Pored
toga, uvodenje ovog tipa ograniavanja teZina moZe dovesti do razlicitih indeksa efikasnosti u
zavisnosti da li je koriS¢en ulazno ili izlazno orijentisan CCR model (Podinovski &
Athanassopoulos, 1998). Podinovski (1999) je analizirao efekte potpunog ograniavanja teZina u
DEA modelima. Pokazano je da rezultati modela sa ogranienjima na teZine ne mere relativnu
efikasnost posmatrane DMU, sa obzirom da izabrani set teZina ne prikazuje posmatranu jedinicu
u najboljem svetlu. To bi moglo dovesti do ,sporednog efekata da se izabere pogreSan

referentni skup za posmatranu DMU.

U cilju prevazilazenje pomenutih problema, za procenu granica pri potpunoj restrikciji

tezina mogu se koristiti sledeca 2 postupka:



1. dvofazni postupak u resavanju DEA modela: U prvoj fazi treba reSiti DEA modele bez
ikakvih ograniCenja za teZinske koeficijente. Da bi se odredile njihove granice koje ¢e biti
ukljucene u drugu fazu moZe se za odredeni procenat odstupiti od ekstremnih vrednosti tezinskih

koeficijenata ili izraCunati njihova srednja vrednost pa onda definisati odstupanja od nje.

2. na osnovu prosecnog ulaznog nivoa po jedinici izlaza. Ovaj postupak je razvijen za
procenu efikasnosti jedinica koje koriste jedan ulaz za proizvodnju viSe izlaza ili onih koje imaju
jedan izlaz i1 viSe ulaza. Metoda najmanjih kvadrata se primenjuje za procenu prose¢nog ulaznog
nivoa po jedinici izlaza (ili prosecnog izlaznog nivoa po jedinici ulaza). Na osnovu razumnog

odstupanja od prosecnog nivoa mogu se definisati granice za teZine.

Regioni sigurnosti -1 tip

Ova kategorija restrikcija tezina omogucuje da se zada relativan poredak izmedu vise ulaza
ili viSe izlaza i uglavnom se koriste za implementaciju marginalnih stopa substitucije. Termin
"type I Assurance Regions" predloZen je u radu (Thompson, 1986), gde su primenjena sledeca

ogranicenja za tezinske koeficijente:

kivi+ kv, Svig, (3.60)
a <Yi<p (3.61)
%

i+1
Prikazana ogranienja se odnose na teZine za ulazne faktore. Analogno njima mogu biti
formulisana ograni¢enja za teZine izlaznih faktora. U literaturi se koristi i sledeca veza izmedu

tezinskih koeficijenata ulaza 11 2:
v —cv, =0 (3.62)
Dodavanje ovakvog ograni¢enja je jednako kombinovanju prvog i drugog ulaza u jedan
agregatni ulaz i ima smisla kada su oni izraZeni u istoj mernoj jedinici.

Pri zadavanju granica k,, ¢,, £, mora se voditi ra¢una da su njihove vrednosti osetljive na

jedinice mere ulaznih 1 izlaznih faktora. U prakticnim primenama za njihovo zadavanje
uglavnom su koriS¢ena miSljenja eksperata. Kada su za teZinske koeficijente primenjena
ograniCenja data relacijama (3.60) i (3.61), DEA model ¢e uvek imati dopustivo reSenje i
postojace bar jedna efikasna DMU. Bez obzira na orijentaciju modela kada se koristi ova

kategorija restrikcije tezina dobija se isti indeks efikasnosti.

Regioni sigurnosti -11 tip



Ovaj tip restrikcije uspostavlja vezu izmedu vrednosti teZina pojedinih ulaza i teZina
pojedinih izlaza. Pod nazivom "type Il Assurance Regions" predloZeno je sledece ogranicenje za

prosirenje CCR modela:

YV 2u, (3.63)

U zavisnosti od zadate vrednosti za parametar Y, moguce je da DEA model nema dopustivo

reSenje. Bez obzira na orijentaciju modela dobija se isti indeks efikasnosti.

Podesavanje posmatranih ulazno-izlaznih nivoa

Prema ovom pristupu vrednosna procena se uvodi u DEA tako §to se podaci o ulazima i
izlazima transformiSu u "veStacki" skup podataka koji se koristi za ocenu efikasnosti. Na taj
na¢in moguce je koriS¢enje i onih DEA programskih paketa koji na drugi nadin ne nude
mogucnost restrikcija tezina. Druga prednost je Sto je dozvoljeno koriS¢enje nula ili Cak
negativnih vrednosti kod stvarnih podataka o ulazima i izlazima. Nedostatak je Sto kada se
dobiju rezultati podaci moraju biti ponovo transformisani u originalni oblik da bi se rezultati
mogli interpretirati. Ovo moZe biti glomaznije nego direktna primena restrikcije teZina na
originalne podatke. U literaturi su poznata dva pristupa po kojima se vr$i transformacija
podataka o ulazima 1 izlazima da bi se simulirala restrikcija tezina ovih ulaza 1 izlaza u

osnovnom DEA modelu.

Prvi, "cone-ratio" pristup, obezbeduje generisanje veStackog skupa podataka tako da se
dobije isti indeks efikasnosti koji daje CCR model proSiren ograni¢enjima datim relacijom

(3.63). Informaciju o ogranicenju teZinskih koeficijenata daju zatvoreni konveksni konusi:
V={V :Dv2>20,v2 O} - ulazni konusi, (3.64)

U={u: Fu>0, 1 >0} - izlazni konus. (3.65)
Na osnovu elemenata matrica D i F izraCunavaju se vrednosti elemenata matrica A i B na
slede¢i nacin:
A'=D'D)’'D" (3.66)
B =(F"F)’'F’ (3.67)
Na primer, neka je reSen osnovni CCR model i neka su dobijene optimalne vrednosti
tezinskih koeficijenata za ulaz 1 1 ulaz 2 jednake a; i a; za DMU; 1 b; 1 b, za DMU,_ Ako se zeli

nametnuti ogranicenje b, /b,< v,/v,< a,/a,tada se moZe izracunati:

D:{_bz _b1j| A:|:al az}
-a, —b b, b,



Pomocu matrice A bi se izvrSila transformacija polaznog skupa podataka za ulaz 1 i ulaz 2.

Pomocu elemenata ove dve matrice vrsi se generisanje vestackog skupa podataka za ulaze i
izlaze. Pokazano je da slede¢i model (M 3.10) daje isti indeks efikasnosti kao u slucaju

koriS¢enja ograniCenja za tezinske koeficijente datih relacijom (3.63).

MODEL (M 3.10)

(Max) B, =>" g by, (3.68)
r=l1

p.o
2 Wy =1 (3.69)
i=1
Z grbrjyrj—z W, %; <0, j=L2..,n (3.70)
r=1 i=1
g, 20, r=12,..,s, (3.71)
w, 20, i=12,..,m, (3.72)

Ovaj pristup je vrlo cesto koristio Podinovski u svojim radovima (Podinovski &
Athanassopoulos, 1998), (Podinovski, 1999) ili (Podinovski, 2007) .

Drugi pristup za podeSavanje ulazno-izlaznih nivoa predloZzen u (Roll & Golany, 1993).
Prema ovom pristupu uvode se redne relacije oblika v; > v, > v; > € (isto i za izlaze) izmedu
tezinskih koeficijenata. Nedozvoljavajuci teZinama da imaju vrednost nula, dobijene vrednosti
relativne efikasnosti su iste kao i one dobije transformacijom ulazno-izlaznih podataka u novi
vestacki skup podataka, sabiranjem odgovarajucih faktora. Golanijeve transformacije su zapravo
specijalni slu€aj transformacija konusnog racia. Na primer, ogranienja v; = v, = vz = € mogu
biti izostavljena u DEA modelu zamenjujuci xp; saxp + xj; 1 x3; saxs + Xz + xj;, za svako j
, gde je x; nivo i-tog ulaza j-te jedinice o kojoj se odlucuje. Medutim, pokazano je da
transformacije podataka koje je predloZio Golani obezbeduju odgovarajuce reSenje samo za
stroge (znak > izmedu tezina), ali ne i za slabe redne relacije izmedu teZina usled toga $to su one

striktno pozitivne.

ViSe o mogucnostima ograni¢avanja teZina i virtuelnih ulaza i izlaza, kao i originalna
reSenja mogu se nac¢i u (Marti¢, 1999) i (Sarrico & Dyson, 2004). U literaturi se takode, mogu
naci radovi vezani za promenu granice efikasnosti u cilju eliminacije slabe efikasnosti. U radu
(Cook & Seiford, 2009) se navode dva osnovna pravca promene granice efikasnosti. Prvi pravac

podrazumeva isklju€ivanje slabo efikasne DMU iz proizvodnog skupa koji formira granicu



efikasnosti, odnosno formiranje ,,najbljize* granice efikasnosti punih dimenzije koja se granici
sa osama prvog kvadranta i sledi princip Pareto efikasnosti. Drugi pravac podrazumeva uvodenje

virtulene DMU koja proSiruje postojecu granicu efikasnosti.

1.1.5. MoDIFIKACIJE DEA MODELA SA OBZIROM NA STATUS VARIJABLI

Kako svaka oblast u kojoj je DEA nasla primenu ima svoje specifi¢nosti, teorija je morala
da pronade nacin da prilagodi postojece ili uvede nove modele koji ¢e omoguditi dobijanje
validnih rezultata. Modeli dati u ovom poglavlju se direktno naslanjaju na osnovne DEA modele

1 omogucuju:
a da neki od ulaza i/ili izlaza nisu pod kontrolom menadZmenta jedinice koja se ocenjuje,

0 da neki od ulaza i/ili izlaza su kategorijske prirode ili dati kao ordinalni podaci.

DEA model sa nediskrecionim varijablama

Pri reSavanju realnih problema Cesto se potrebno u analizu ukljuciti i varijable koje nisu
pod direktnom kontrolom menadZmenta. Na primer, pri proceni efikasnosti banaka, fiksni
troSkovi koji se odnose na iznajmljivanje prostora se ne mogu proporcionalno smanjivati kao $to
je moguce smanjiti varijabilne troskove koji su vezani za zarade. Banker i Morey (Banker &
Morey, 1986b) su modifikovali osnovni DEA model tako da se ne dozvoli redukcija
nediskrecionih ulaza. U modelu M 3.10 skup ulaza (/) je podeljen na podskup diskrecionih D i
skup nediskrecionih ulaza ND (Dw ND =1). Ograni¢enje 3.27 koje se odnosi na vrednost
virtulenog ulaza iz osnovnog DEA CCR modela M 3.5 je razbijeno na dva ogranicenja 3.75 i
3.76 u modelu M 3.10. OgraniCenje 3.75 se odnosi na diskrecione ulaze koji se mogu menjati,
odgovara ogranicenju 3.27 iz osnovnog modela. Za drugu grupu, nediskrecionih ulaza uvedeno

je ogranicenje 3.76, kojim se dozvoljava smanjenje ulaza x, posmatrane DMU; samo za
vrednost dopunske promenljive s;(ie ND) bez proporcionalnog smanjenja za 1znos
neefikasnosti kao Sto je slucaj za diskrecione varijable (ogranicenje 3.75). Treba primetiti da se
ove dopunske promenljive s; (i€ ND) ne pojavljuju u funkciji cilja Sto znaci da se indeks

efikasnosti izraCunava samo na osnovu moguc¢ih redukcija ulaza koji su pod kontrolom

menadZmenta.
MODEL (M 3.11)
(Min) Z, —&( ) sT+_5;) (3.73)
r=1 ieD

p-o.



le Yy =57 = Yoo r=L2,..s (3.74)
Jj=1

D Ax;+s, =2, .x,, ieD (3.75)
j=1
lexij +s;=x,, i€ ND (3.76)
j=1
/lj,s:,si' 20; j=12,.,n, r=L12,..,s i=12,.,m, Z -neograni¢eno (3.77)

Prema ovom modelu za neefikasnu DMUj ciljne vrednosti ulaza koji se mogu kontrolisati
dobijaju se primenom relacije (3.75), a za izlaze pomocu relacije (3.74). Na sli¢an nacin kao za
izlaze mogu se dobiti i ciljane vrednosti za nediskrecione ulaze pomocu relacije (3.76). Dakle,
ovi ciljevi dobijaju se prvo zajednickom redukcijom svih ulaza koji su pod kontrolom jedinice na
najmanju mogucu proporciju njenih pocetnih nivoa, a zatim daljim pojedinacnim smanjivanjem
ovih ulaza i pojedinacnim povecavanjem izlaza. Ciljni nivoi za ulaze koji nisu pod kontrolom
jedinice koja se ocenjuje pokazuju koliko se spolja utvrdeni njihovi nivoi mogu smanjiti, a da se

ne zahteva promena ostalih ciljnih nivoa.

Primenom teoreme dualnosti linearnih modela moZe se kreirati primalni DEA model sa
nediskrecionim varijablama (Cook & Seiford, 2009). Takode, analogno modelu sa

nediskrecionim ulazima moze se formirati model sa nediskrecionim izlazima.

DEA model sa egzogeno fiksiranim ulazima i izlazima

MenadZeri se Cesto u praksi suoCavaju sa situacijom da neke od ulaza ili izlaza ne mogu
kontrolisati (reklame, konkurencija,...) sa obzirom da su to varijable €ije vrednosti zavise od
uslova u okruZenju. Takvi ulazi i izlazi koji se ne mogu kontrolisati nazivaju se egzogeno
fiksiranim. Da bi se procenila efikasnost ovakvih jedinica treba proSiriti CCR 1 BCC modele tako
da se odredi minimalni nivo ulaza koji se mogu kontrolisati koji je potreban da se proizvede

postojeci nivo izlaza, a da se pri tome egzogeno fiksirani ulazi odrZe na teku¢em nivou.

Ovo proSirenje predloZili su Banker i Morej (1986a) ocenjujuci efikasnost 60 restorana
brze hrane u okviru lanca restorana. U njihovoj analizi svaki od restorana koristio je 6 vrsta ulaza
za proizvodnju 3 vrste izlaza. Dva ulaza su bili troSkovi nabavke 1 plate radnika i oni su svakako
pod kontrolom menadZmenta restorana. SledeCa dva ulaza bili su starost lokala i troSkovi
reklame (pretpostavljeno je da se odluke o reklamiranju donose na nivou lanca) za koje je
smatrano da se ne mogu kontrolisati. Poslednja dva ulaza su bila demografskog karaktera i

ukazivala su da li je lokal u urbanoj ili ruralnoj oblasti 1 da li je moguce posluzivanje gosta u



restoranu ili nije. Ove karakteristike koje se ne mogu kontrolisati tretirane su kao binarne

vrednosti.

U ovom modelu sa /¢ je oznaCen podskup ulaza koji se mogu kontrolisati, a sa Iy podskup

egzogeno fiksiranih ulaza (I, U1, =1). Analogno, skup izlaza O je podeljen na pod skup izlaza

koji se mogu kontrolisati oznafen sa Oc¢ 1 podskup izlaza koji se ne mogu kontrolisati Oy (
0. V0, =0). Modifikovani dualni CCR model glasi:

MODEL (M 3.12)

Min)Z, —( Y s+ s7) (3.78)
re0, iel,.

p-o.
DAy, s =Y re 0, (3.79)
Jj=1
DAYy =Y reo, (3.80)
Jj=1
DA, +s =2, %, i€l (3.81)
j=1
Ydx=x,. el (3.82)
j=1
Arsy,8;20; j=12,..,n, r=12,.,s i=12,.,m, Z, -neograni¢eno (3.83)

Da bi neefikasna jedinica postala efikasna dopusta se da proporcionalno smanji vrednosti
samo za one ulaze koji se mogu kontrolisati (ograni¢enja 3.79 i 3.81). Treba primetiti da se ove
dopunske promenljive ne pojavljuju u funkciji cilja Sto znaci da se indeks efikasnosti izraCunava
samo na osnovu mogucih redukcija ulaza koji su pod kontrolom i mogucih povecanja izlaznih

nivoa.

Ciljane vrednosti kontrolisanih ulaza i izlaza za neefikasnu DMU; se dobijaju primenom
relacije (3.79) 1 (3.81). Egzogeno fiksirani ulazi 1 izlazi se ne mogu menjati (ogranicenja 3.80 1

3.82). Iz ovih ogranicenja sledi da se vrednosti 4, j=12,..,n se biraju tako da vrednosti

n n
virtulenih egzogeno fiksiranih ulaza Z/Ijxij, iel, 1 izlaza Z){j y,;»r€ O, ostanu iste kao
j=1 J=1

vrednosti ulaza odnsno izlaza DMU,, a da se pri tome maksimizira njena efikasnost.



DEA model sa kategorijskim ulazima ili izlazima

U do sada prikazanim DEA modelima pretpostavlja se da su vrednosti za ulaze i izlaze
kontinualne. Dualni osnovni DEA modeli procenu efikasnosti izvode poredenjem jedinice koja
se ocenjuje sa hipotetickom kompozitnom jedinicom koja se pokuSava konstruisati izvan
postojecih jedinica. Ona je linearna (CCR) ili konveksna (BCC) kombinacija referentnih jedinica

jedinice koja se ocenjuje.

Medutim, u realnim problemima cCesto neki ulazi i izlazi mogu izrazavati neku
karakteristiku i uzimati samo diskretne vrednosti iz odredenog skupa vrednosti. U tim
situacijama, pri formiranju hipoteticke kompozitne jedinice mogu nastupiti odredene poteskoce.
Na primer, pri proceni univerzitetskih istrazivackih jedinica neki od izlaza mozZe biti procenjen
samo na ordinalnoj skali (dobar, bolji, odli¢an). U ovakvim slu¢ajevima ovaj izlaz kompozitne
jedinice, formiran kao linearna ili konveksna kombinacija odgovarajucih ordinalnih vrednosti
referentnih jedinica teSko da bi imao smisla, jer bi se ordinalne vrednosti koristile kao da su
merene na intervalnoj skali. Isto tako ako neki ulaz ima vrednost 0 kada jedinica nema neku
osobinu ili sredstvo, a vrednost 1 ako ima, onda bi taj ulaz kod kompozitne jedinice mogao imati

vrednost 0.5 Sto je besmisleno.

Da bi prevazisli ove probleme Banker i Morej (1986b) su modifikovali originalni dualni
DEA model da bi obezbedili da se referentna grupa jedinice koja se procenjuje moZe sastojati
samo od onih jedinica koje imaju iste ili loSije vrednosti za kategorijske varijable od nje same.
Dakle, jedinica koja se ocenjuje uporeduje se samo sa onim jedinicama koje posluju u sli¢nim ili
loSijim uslovima od onih u kojima ona deluje. Ako bude procenjena kao neefikasna,
menadZment ove jedinice ne moZe neefikasnost pravdati loSim uslovima poslovanja. Razmatran
je slucaj kada postoji jedan ulaz koji je kategorijske prirode i nije pod kontrolom jedinice koja se

ocenjuje (u praksi su ulazi kategorijske prirode uglavnom egzogeno fiksirani).

Banker i Morej su ocenjivali efikasnost 69 apoteka na osnovu podataka za 4 ulaza i 2
izlaza. Kao ulazi razmatrani su plate radnika, operativni troSkovi, prose¢na veliina zaliha i
veli€ina trZiSta izraZzena kao broj stanovnika u gradu u kome se apoteka nalazi. Jasno je da je
Cetvrti ulaz uticaj okruZenja i da nije pod kontrolom posmatranih jedinica. Vrednosti za ovaj ulaz
bile su od 500 stanovnika do 220 000. Izlazi koji su uzeti u obzir su broj recepata i vrednost
prodaje. Primenom modela M8 dobijeno je da 28 apoteka posluje efikasno, a da je najnizi indeks
efikasnosti 0.403. Analizom dobijenih rezultata primeceno je da pojedine apoteke imaju nizak
indeks efikasnosti, iako su imale solidnu prodaju u odnosu na veli¢inu trziSta. Kombinacijom
efikasnih jedinica iz gradova sa velikim brojem stanovnika sa onim sa malom veli¢inom trZiSta
uglavnom je bilo mogucée konstruisati kompozitnu jedinicu koja je izrazito dominantna nad

jedinicom koja se ocenjuje. Da bi reSili ovaj problem autori su veli¢inu trZiSta proglasili za



kategorijsku promenljivu koja moZe uzeti vrednost od 1 do 11 (broj stanovnika svakog od

gradova "upada" u jedan od mogucih intervala).

Banker i Morej su uveli L novih binarnih promenljivih d ' za svaku DMU, gde je L+1
ukupan broj vrednosti koje jedan ulaz kategorijske prirode moze uzeti (u opisanom primeru L je
10). U zavisnosti od kategorije kojoj vrednost tog ulaza pripada, za jedinicu koja se ocenjuje

promenljive dy imaju sledece vrednosti:
dc=0, ¢=12,...L; ako DMUy ima najniZu vrednost (kategorija 1),
d=1d%=0 ¢=223..L; ako DMU; pripada kategoriji 2.

d=1d% =1 d% =0, t=34,...L; ako DMUy pripada kategoriji 3.

dc=1¢=12,...L; ako DMUy pripada kategoriji L+1.

Pod pretpostavkom da je m - ti ulaz kategorijske prirode onda se procena k-te DMU moze

izvr$iti primenom sledec¢eg modela:

MODEL (M 3.13)

(Min) Z, —S(Zs:s: +is;) (3.84)
r=l i=1

p.o.
ilj Vi =S5 = Voo r=12,..,s (3.85)
j=1
ZA X, +s; i=1..m-1 (3.86)
Zz di<d;, 1=12,.L (3.87)
/1 s 5,20, j=L2,..,n, r=12,..,s5, i=12,...m, Z, -neograni¢eno (3.88)
d;={0,1} j=12,.,n, [=12...L (3.89)

U modelu (M 3.13) je dodato novih L ograniCenja datih relacijom (3.89). Ova ogranicenja
obezbeduju da se referentna grupa za DMUj sastoji samo od onih jedinica koje imaju m-ti ulaz u
istoj ili niZoj kategoriji od nje same. Samo one dualne teZine A; koje se odnose na jedinice iz

"iste" ili "niZih" kategorija mogu dobiti pozitivnhu vrednost.



Do sada je razmatran problem kada je jedan od ulaza kategorijske prirode 1 kada je on
egzogeno fiksiran. IzloZeni model se moze lako prilagoditi situaciji kada je viSe ulaza
kategorijske prirode i egzogeno fiksirano. Medutim teSkoce se javljaju kada je neki od ulaza
kategorijske prirode i pod kontrolom jedinica koje se ocenjuju. Banker i Morej su za taj slucaj
formulisali matematicki model meSovitog celobrojnog linearnog programiranja. Pokazano je da
je mnogo jednostavniji pristup modifikovati postupak reSavanja osnovnih DEA modela. Predlaze
se da se sve DMU koje se ocenjuju podele u L klasa (Dj, D,, ... Dr) i da se prvo uklju¢e u model
samo jedinice iz klase 1 1 da se njihova efikasnost oceni, zatim da se ocene jedinice iz klase 2
ukljucujuci u analizu jedinice iz prve 2 klase, itd. Analogno izlozenom modelu (M 3.13) dobija

se model za procenu efikasnosti jedinica kada je jedan ili viSe izlaza kategorijske prirode.

DEA model sa ordinalnim ulazima ili izlazima

DEA analiza je najceS¢e bazirana na skupu ulaza i izlaza sa kvantitativnim vrednostima.
Medutim, u nekim specijalnim slucajevima u analizu se ukljucuju i kvalitativne varijabile na
osnovu kojih se mogu izvrSiti rangiranje jedinca o kojima se odlucuje, dok je njihova
kvantifikacija komplikovana. U radu (Cook & Seiford, 2009) se navodi da se u literaturi mogu
naci pristupi koji se bave rang-ordinalnim i nepreciznim podacima na sli¢an nacin. Ovakvi
podaci se inkorporiraju u DEA model tako Sto se, na primer za izlaz r, pretpostavi da DMU;
mozZe biti rangirana na neku od L poziciju (L<n). Dodeljeni rang & se mozZe posmatrati kao

vrednost izlaza ili mu se moze dodeliti odgovarajuca vrednost y,(0).

1.1.6. DEA MODELI ZA RANGIRANIE

Jedan od nedostatka prikazanih DEA modela je $to se svim efikasnim jedinicama dodeljuje
ista vrednost indeksa efikasnosti. Ako je DEA mera radijalna, indeks efikasnosti je jednak 1,
dok kod neradijalnih mera indeks je jednak O i prema nivou efikasnosti nije moguce napraviti
redosled efikasnih DMU. Uzimaju¢i u obzir €injenicu da je u uslovima ubrzanog razvoja i sve
jaCe konkurencije Cesto potrebno porediti i efikasne organizacije medusobno, razvijeno je

nekoliko pristupa za potpuno rangiranje svih jedinica.

Pregled analitickih pristupa za rangiranje zasnovan na DEA modelima je dat u radovima
(Adler, Friedman, & Sinuan, 2002) i (Jablonski, 2011). Ovi pristupi su razvijeni kao modifikacije
DEA modela prikazanih u prethodnim poglavljima ili povezivanjem sa drugim, najceSce
viSekriterijumskim, metodama. U poglavlju 3.1.4 je napomenuto da se ograniCavanjem teZina,
ograni¢ava 1 skup dopustivih reSenja DEA modela, odnosno da se poboljSava diskriminacija
jedinica koje se procenjuju. Medutim, potpuno rangiranje moZe zahtevati da se dopustiva oblast

veoma suzi, $to znacajno ogranicava fleksibilnost DEA metode u izboru teZina za ulaze i izlaze.



Pored toga, menadZment ne moZe uvek realisticno da definiSe region sigurnosti $to oteZava
uvodenje dopunskih ograni¢enja u DEA modele. Zbog toga su razvijeni i drugi pristupi za

rangiranje. Neki od njih su prikazani u ovom poglavlju.

Rangiranje pomocdu matrice unakrsne efikasnosti

Nacin na koji se izraCunava efikasnost 1 unakrsna efikasnost i njihovo znacenje su detaljno
prikazani u radu (Doyle & Green, 1994). Matrica unakrsne efikasnosti je matrica dimenzije n x
n (n - broj DMU) u kojoj vrednost na polju (i,j) predstavlja relativnu efikasnost jedinice j sa
optimalnim vrednostima teZinskih koeficijenata za ciljnu jedinicu i. Vrednosti na glavnoj
dijagonali su predhodno dobijeni indeksi efikasnosti DMUk (k=1,...,n). MoZe se primetiti da
DMUI ima relativnu efikasnost 1 sa njenim sopstvenim teZinama (efikasna je), relativnu
efikasnost 0.8 sa teZinama optimalnim za jedinicu 2, 0.92 sa optimalnim vrednostima teZinskih
koeficijenta jedinice 3, itd. Za svaku kolonu (DMU) moZe se izraCunati srednjra vrednost
efikasnosti koja pokazuje kako je ta jedinica procenjena od strane preostalih jedinica. Na osnovu
ovih srednjih vrednosti moguce je rangirati posmatrane DMU. Relativno efikasna jedinica koja
ima najvecu srednju vrednost efikasnosti je primer dobre operativne prakse za druge jedinice jer
je 1 sa razli¢itim kombinacijama vrednosti teZinskih koeficijenata uvek dobro procenjena.
Jedinice koje imaju malu srednju vrednost efikasnosti su dobro procenjene samo sa vrednostima
tezinskih koeficijenata koje njima najviSe odgovaraju i njihove tezinske strukture se razlikuju u
odnosu na vecinu preostalih jedinica. Za njihovu ocenu efikasnosti se ne moZe reci da je stabilna

1 one ne mogu biti primer dobre operativne prakse.

Dalja razmatranja su pokazala da reSenje nije uvek jedinstveno sa obzirom da je moguce
postojanje alternativne Seme teZinskih koeficijenata koja daje iste vrednosti indeksa efikasnosti.
Za prevazilaZzenje ovog problema moZze se koristiti ciljno programiranje za izracunavanje indeksa
efikasnosti (Adler, Friedman, & Sinuan, 2002). Takode, pored prosecne vrednosti mogu se
koristiti 1 druge statisticke mere, kao Sto su medijana, varijansa ili odstupanje od prosecne

efikasnosti svih jedinica sa kojima se DMUk poredi (tzv. ,,maverick index ).

DEA modeli za procenu unakrsne efikasnosti su detaljno prikazani u poglavlju 5., i

koriS¢eni su kao osnova za formiranje modela za alokaciju resursa.

DEA modeli za ocenu superefikasnosti
Procena super efikasnosti pretpostavlja modifikaciju DEA modela tako da se efikasnim
jedinicama moze dodeliti indeks ve¢i od 1 i da se na taj nain omoguci diskriminacija medu

njima. Anderesen i Petersen (1993) su predloZili modifikovani DEA model kojim je omogucéeno



rangiranje efikasnih jedinica tj. ocena superefikasnosti. Modifikacija primalnog modela se sastoji
u tome $to se iz skupa ogranicenja zadatih relacijom (3.8) u primalnom CCR DEA modelu (M
3.2) izostavlja ono ogranicenje koje odgovara DMUj kao §to je prikazano u ogranicenju (3.92)
modela M 3.14.

MODEL (M 3.14)

(Max) h, = Z U Yy (3.90)
r=1

p.o
D v =1 (3.91)
i=1

wy,—> vx; <0, j=1,2..,n,j#k (3.92)

r=1 i=1
u e r=>L2,..,s (3.93)
v,ze, 1=L2,...m (3.94)

U dualnom CCR modelu pri definisanju ulazno-izlaznog miksa kompozitne jedinice ne
uzima se u obzir DMUj ¢ija se efikasnost ocenjuje. Na taj nacin se efikasna jedinica uporeduje sa
novom granicom efikasnosti koja se formira ne uzimaju¢i ovu jedinicu u obzir. Ogranicenja
zadata relacijama (3.12) 1 (3.13) u modelu M 3.3 se modifikuju i izgledaju kao ogranicenja (3.96)
1 (3.97) u medelu 3.15.

MODEL (M 3.15)

(Min) Z, —&( ) s7+ . 5;) (3.95)
r=1 i=1
p-o.
DX, =8 =, r=1,2,..s (3.96)
ok
Zxy =Y Ax;—s; =0, i=12..m (3.97)
g
Apysy,s;20; j=12,..,n, r=12,.,s i=12,.,m, Z -neograni¢eno (3.98)

Ovako modifikovani ulazno-orijentisani DEA modeli omogucavaju da se efikasne jedinice

rangiraju slicno kao neefikasne na osnovu indeksa efikasnosti koji je veci ili jednak 1. Indeks



efikasnosti koji daje ovaj model predstavlja maksimalno moguce proporcionalno povecanje
ulaznih nivoa pri kom jedinica ostaje efikasna. Do sada su izloZene modifikacije koje su
Andersen 1 Petersen predloZili za ulazno orijentisane CCR modele. Analogne modifikacije vaze 1
za izlazno orijentisane modele. Posledice isklju¢ivanja jedinice ¢ija se efikasnost ocenjuje pri

definisanju kompozitne jedinice ilustrovane su u slede¢em primeru.

Primer 5.

U tabeli 4. su prikazani rezultati koji se dobijaju primenom ulazno-orijentisanog CCR
modela 1 rezultati dobijeni primenom Andersen-Petersenovog modela pri ¢emu su koriS¢eni

podaci iz primera 2.

Tabela 1.6. Rezultati rangiranje efikasnih jedinica tj. Merenje superefikasnosti

Ulazno orijentisani | Ulazno orijentisani
DMU U 11 D CCR model AP model
Unl um hy Rang
A 50 75 210 | 420 2.80 1.00 1.00 5
B 50 110 190 | 3.80 1.73 1.00 1.01 4
C 60 120 252 | 420 2.10 1.00 1.06 2
D 100 275 200 | 2.00 0.73 1.00 1.10 1
E 40 100 120 | 3.00 1.20 1.00 1.02 3
F 50 75 90 1.80 1.20 0.60 0.60 7
G 90 225 180 | 2.00 0.80 0.92 0.92 6
=y \
o

0 n/u

Slika 1.8. Rangiranje efikasnih jedinica (merenje superefikasnosti)

Ako se uporede rezultati dobijeni primenom osnovnog CCR DEA modela i modifikovanog

DEA modela za rangiranje moZe se zakljuciti da su sve efikasne jedinice i dalje efikasne, a



neefikasne su i dalje neefikasne sa istom vredno$¢u indeksa efikasnosti i, = h, . Ako se dobijeni
rezultati prikazu graficki (Slika 3.8.) vidi se da je granica efikasnosti ista kao na Slici 3.5.
Razlika se javlja samo kod vrednosti indeksa za efikasne jedinice (h, >1) koji je prema

osnovhom modelu uvek bio jednak 1. Nacin na koji se dobija novi indeks efikasnosti bice

objasnjen na primeru efikasne DMU B.

Ako se tacka B iskljuci iz analize pri odredivanju 4, onda granicu efikasnosti ¢ine jedinice
D, E i Cumesto D, E, B i C. Na novoj granici efikasnosti uo€ava se hipoteti¢ka jedinica B’’ koja
se koristi za izraCunavanje indeksa efikasnosti tacke B koriS€enjem iste relacije kao za

neefikasne jedinice /i, =OB/OB". Posto je radijalno rastojanje tatke B’’ od koordinatnog

pocetka vece od radijalnog rastojanja taCcke B od koordinantnog pocetka jasno je da ¢e indeks
efikasnosti biti ve¢i od 1. Analogna analiza se moZe izvrSiti za sve efikasne jedinice i moZe se
utvrditi da ¢e njihov indeks efikasnosti uvek biti veci ili jednak 1. Vrednosti indeksa efikasnosti
su iskoriS€ene za rangiranje jedinica pa se moZe primetiti da je D najbolje, a F najloSije rangirana
jedinica. Rangiranje se vrSi po opadajucem redosledu vrednosti indeksa efikasnosti. DMU D bi
mogla da smanji izlaze za 10% a da i dalje ostane efikasna. Indeks efikasnosti bi u tom slucaju
bio jednak 1. Na isti nain se mozZe vrSiti rangiranje pomocu izlazno-orijentisanog modela gde
¢e sve efikasne jedinice imati indeks efikasnosti manji ili jednak jedan i najbolje e biti rangirana

jedinica sa najmanjom vrednoS¢u A, ili Z, . Ova vrednost bi pokazivala za koliko procentualno

DMU; moZe da smanji izlaze ili poveca ulaze, a da i dalje ostane efikasna.

Medutim, desava se da model za procenu superefikasnosti nema dopustivo reSenje. Ovakva
situacija se moze javiti, kao posledica loSeg skaliranja, kada se pretpostavi varijabilni prinos na
obim. Jedno od refenja ovog problema je predlozio Cen (Chen, 2004). Sugerie se reSavanje i
ulazno i izlazno orijentisanog VRS DEA modela za ocenu superefikasnosti. Medutim i kod ovog
pristupa se javlja problem ako je reSenje nedopustivo u oba slu¢aja. Drugo reSenje, je predloZzeno
u radu (Cook, Liang, Zha, & Zhu, 2008), podrazumeva da je cilj prona¢i minimalne neophodne
promene u vrednostima ulaza i izlaza istovremeno (minimalna pomeranja DMU) da bi se

dostigla granica efikasnosti.

Jedan od pristupa za ocenu superefikasnosti zasnovan na modelima M 3.14 1 M 3.15
(Wang, Chin, & Yang, 2007) uvodi koncept optimisticke i pesimisticke efikasnosti. Optimisticka
efikasnost se odreduje pomo¢i standardnih DEA modela, a superefikansost pomo¢u modela M
3.14 ili M 3.15. Pesimisticka efikasnost se racuna tako Sto se u funkciji cilja (3.90) primalnog
modela M 3.14 minimizira virtuelni izlaz i formira odgovarajuc¢i dualni model, dok bi se kod
izlazno orijentisanog modela maksimizirao virtuelni ulaz. Konac¢na ocena efikasnosti se dobija

kao geometrijska sredina ove dve ocene.



Sa druge strane, Banker i Ceng (Banker & Chang, 2006) su dokazali da se Andersen-
Petersenov model moZe uspes$no koristiti za otkrivanje nestandardnih opservacija (outlier), iako
nije uvek pogodan za rangiranje. Praksa je da se iz analize iskljuuju opservacije Ciji je indeks
efikasnosti veci od 3 kod ulazno orijentisanih modela posto se na taj na¢in unosi ,,Sum* u analizu

1 dovode do toga da ne postoji dopustivo reSenje ako se pretpostavi varijabilni prinos na obim.

Na osnovu SBM modela M 3.7 je formiran SBM model za merenje superefikasnosti (Tone,
2002). Osnovna ideja je ista slicna kao kod Andersen-Petersenovog DEA modela (M 3.15).
Jedinica koja se procenjuje se iskljucuje iz proizvodnog skupa koji formira granicu efikasnosti.
Posle ovog iskljucivanja traZi se jedinica DMU* sa ulazima x, (x; > x,,i=1,...,m) i izlazima
y,(y. <y,,r=1,...,5) koja ¢e biti SBM efikasna odnosno imace indeks efikasnosti 1 (model M

3.16).
MODEL (M 3.16)

1 m

.
— Z x; /x;
m -2

(min) p = T (3.99)
7Zyj/yrk
S r=1
p.o
le.j/ij+si_=xik i=L...,m (3.100)
ok
Yy A+si=y,  r=l..s (3.101)
o
x, 2x, i=Ll...,m (3.102)
Y, <V r=1,...,s (3.103)
A, 20, j=1,..,n, 57 20,i=1,...,m, st 20,r=1,...,s (3.104)

Prikazani model daje indeks efikasnosti veci ili jednak od 1, simultano uzimajuci u obzir
vrednosti ulaza 1 izlaza i njihovo rastojanje od referentne taCke na granici efikasnosti. Brojilac u
funkciji cilja (3.99) pokazuje stopu moguceg prose¢nog povecanja svih ulaza i govori o tome za
koliko je moguée poveéanje svakog od ulaza (x; —x,,i=1,...,m) pojedinatno, a da
superefikasna jedinica DMUy i dalje ostane efikasna. Sa druge strane, imenilac u funkciji cilja
pokazuje stopu moguceg proseCnog smanjena svih izlaza i govori o tome za koliko je moguce

smanjenje svakog od izlaza (y, —y ,r=1,...,s ) pojedina¢no, a da superefikasna jedinica DMUj



1 dalje ostane efikasna. Problem kod ovakvog nacina ocene superefikasnosti je Sto ¢e svakoj
neefikasnoj DMU biti dodeljen indeks efikasnosti jednak 1, Sto onemogucava njihovu

diskriminiaciju.

Ostali pristupi rangiranju

Neki od pristupi rangiranju podrazumevaju koriS¢enje uzornih jedinica za rangiranje kao
Sto je navedeno u radu (Adler, Friedman, & Sinuan, 2002). Efikasne jedinice se rangiraju prema
broju pojavljivanja u skupu referentnih jedinica, odnosno prema tome koliko puta su bile uzor
(benchmark) nekoj neefikasnoj DMU. Drugi pristup pretpostvlja uvodenje fiktivne idealne

DMU* ¢ije ¢e vrednosti ulaza biti minimalne x, = mjn(xij),i =1,...,m, a vrednosti izlaza
J
maksimalne y, = min( ¥,;):r=1,...,5 uodnosu na sve ostale DMU u posmatranom skupu. Prema
J

tome, DMU* ima bolje performanse od svih ostalih jedinica u posmatranom skupu, tako da ¢e
indeks efikasnosti svim realnih DMU biti manji od 1, ¢ime je omoguceno njihovo rangiranje.
Ovaj pristup je problemati¢an kada se uvede varijabilni prinos na obim, posSto se moze desiti da
su neke DMU neuporedive sa DMU* prema obimu poslovanja i bi¢e za efikasne, a rangiranje

onemoguceno.

Sli¢an pristup sa uvodenjem novih agregiranih jedinica je primenjen u radu (Lotfi, Noora,
Jahanshahloo, & Reshadi, 2011). Uvodi se n+1 agregirana DMU. Jedna DMU* se formira tako

Sto se za vrednost ulaza/izlaza uzme zbir ulaza/izlaza svih jedinica u posmatranom skupu (

xj=zn X, i=L..,m, yf=Zj:ly,j, r=1,...,5). Ostale agregirane jedinice DMU; se

j=1
formiraju tako Sto se za vrednost ulaza/izlaza uzme zbir ulaza/izlaza svih DMU u posmatranom

skupu iz koga je isklju¢ena DMU; (x :Zﬁlkxij, i=l..m, y,=>"1y;, r=L...s)

j#k
Efikasnost DMU; (ex) se racuna kao razlika efikasnosti agregirane jedinice DMU* (e*) i
efikasnosti agregirane jedinice DMUj (ex*) koje se dobijaju primenom odnovnih DEA modela.
Efikasnost e;= e*- e;* pokazuje koliki uticaj na genericku efikasnost ima iskljucivanje iz
proizvodnog skupa DMU; koja se procenjuje. Ona DMU koja ima najveci uticaj imace 1 najveci

vrednosti indeksa e; 1 bi¢e rangirana na prvo mesto.

1.1.7. DEA MODELI ZA PRACENJE PROMENA EFIKASNOSTI I PRODUKTIVNOSTI

Primena do sada prikazanih DEA modela se naj¢es¢e svodi na ocenu statiCke efikasnosti.

Medutim, rezultati dobijeni primenom DEA modela za procenu performansi entiteta na osnovu



vrednosti ulaza i izlaza za ceo vremenski interval ¢esto mogu navesti na stranputicu posto se
gubi vremenska dimenzija. Da bi se u analizu ukljucila dinamicka komponenta razvijena je
takozvana Window DEA analiza. Pored toga, za analizu sveukupnih performansi sistema koriste
se 1 Malmkvistovi indeksi za ocenu produktivnosti koji istovremeno pokazuju promenu tehnicke

efikasnosti i promene grani¢ne tehnologije izmedu dva vremenska intervala.

Window DEA analiza

Naziv metode asocira da se analiza vr§i pomoc¢u prozora. Odnosno, ako je potrebno
odrediti performanse jedinica za nekoliko vremenskih perioda, a istovremeno 1 pratiti njihovu
dinamiku, na pocetku se definiSe duzina i broj prozora u okviru kojih se preklapaju vremenski
periodi. Moze se reci da je Window analiza zasnovana na principu pokretnih sredina i da je vrlo
korisna pri odredivanju trendova performansi entiteta (Paradi, Asmild, Aggarwall, & Schaffnit,
2003). Svaka jedinica se u razli¢itom vremenskom periodu tretira kao razli¢ita DMU. Prema
tome, performanse posmatrane DMU se porede sa njenim performansama u ostalim vremenskim

periodima i sa performansama svih ostalih jedinica obuhvacenih jednim prozorom.

Window analiza se sastoji od serije analiza sa vremenski zavisnim jedinicama o kojima se
odlucuje koje se menjaju za svaku analizu da bi imitirale pristup pokretnih sredina (Kovacic,

1997). Formalno, posmatra se n DMU ( j=1,...,n) u P vremenskih intervala (r =1,...,P) 1 sve
koriste s ulaza za proizvodnju m izlaza. Znaci posmatrani skup se sastoji od nx P entiteta i jedan
entitet j u periodu 7, DMU’, ima s-dimenzioni ulazni i m-dimenzioni izlazni vektor (x} i y').
Prozor koji poCinje u trenutku /, 1</<P i ima duzinu w, ISw< P-I, se oznaCava sa [ i

sastoji se od nXw observacija.

Matrica ulaza za window analizu ima slede¢i oblik:

X _ ) 1 ) I+1 I1+1 1+1 I+w I+w I+w
,w—()cl,xz,...,)cn,x1 23Xy e Xy X Xy e X, ),

> *n 2 n

a matrica izlaza za window analizu ima sledeci oblik:

[+1 [+1 I+w I+w Z+W)
b

DTG T FOPNS U VA A VA, VA VAR '

Na osnovu prethodnih pretpostavki moZe se definisati ulazno-orijentisani DEA window

problem:

MODEL (M 3.17)
(Min) Z!, (3.105)

p.o.



YAzy, ., (3.106)
Z', X, —X 420 (3.107)

A, 20; s=12,...,nxXw (3.108)

Sliéno kao kod osnovnih DEA modela, moguce je kreirati DEA window model izlazne

orijentacije.

O x

Slika 1.9. Ilustracija DEA window analize

Na Slici 3.8. je prikazan nacin formiranja granice efikasnosti kod izlazno-orijentisanog
window DEA modela. U prikazanom primeru procenjuju se jedinice A i B (n=2) u Ccetiri
vremenska perioda, a duzina prozora iznosi dva vremenska intervala (w =2 ). Broj jedinica koje
se procenjuju u svakom prozoru iznose nXw =4. Prema tome u prvom prozoru se procenjuju
DMU A, Ay, Bj i1 By, udrugom A, Az, B, 1 Bsiu tre¢em As, A4, B3 1 B4. Granicu efikasnosti u
prvom prozoru ¢ine DMU B; i A;, a DMU Bz’ predstavlja referentnu jedinicu za B,, dok u
drugom prozoru granicu efikasnosti ¢ine tacke B3 i As, dok je tacka B, referentna jedinica za
B,, a Aj referentna tacka za neefikasnu jedinicu A;. MoZe se primetiti da je jedinica A bila
neefikasna u prvom, a efikasna u drugom vremenskom intervalu, pa ponovo efikasna u tre¢em 1
Cetvrtom periodu. Na isti naCin se moZe pratiti trend efikasnosti jedinice B i svih DMU u

posmatranom skupu.

Malmkvistovi DEA indeksi i merenje ukupne produktivnosti

Koncept produktivnosti postoji dugi niz godina. Klasi¢an nacin merenja produktivnosti

podrazumeva odnos izlaza i ulaza. To znaci da se produktivnost moZe tumaciti kao efikasnost



koriS¢enja resursa kao Sto su rad, kapital, materijal i energija. Izlazi mogu biti proizvodi ili

usluge.

Merenje produktivnosti se obi¢no vrsi sa dva aspekta, uzimaju¢i u obzir nivo i trend
produktivnosti. Racio produktivnosti predstavlja njen nivo u datom trenutku, izraZzen odnosom
proizvedenog izlaza i kombinacije iskoriS¢enih ulaza. Mere produktivnosti se mogu podeliti u

sledece grupe:

Parcijalna produktivnost (PP). Ovo je pojedina¢na mera koja uzima u obzir odnos samo

jednog izlaza i jednog ulaza (npr. radna produktivnost koja pokazuje odnos izlaza i broja radnika
ili kapitalna produktivnost koja se dobija kada se vrednost izlaza podeli sa vrednoS¢u uloZenog

kapitala). Prednost je Sto je lako razumljiva.

Ukupna faktorska produktivnost (UFP). Ovo je mnogo viSe koriS¢en i teoretski bolje

razraden koncept koji uzima u obzir mogucénost supstitucije rada i kapitala, ali je tezi za

razumevanje i primenu.

Ukupna produktivnost (UP). Ovo je najpotpunija mera produktivnosti, ali se ponovo

javljaju problemi kod njenog razumevanja i primene.
Osnovne formule za izraCunavanje produktivnosti su date u tabeli 7.

Tabela 1.7. Mere produktivnosti

=2 up=—2 UP= 2
R (ili K, M, E, m) R+ K R+ K+ M+E+ m
Y _izlaz K — kapital E - energija
R — rad M — materijal m - ostali ulazi

Drugi aspekt produktivnosti su trendovi koji se definiSu posmatranjem promena u toku
vremena. Rast produktivnosti je jedan od osnovnih izvora ekonomskog razvoja i razumevanje
faktora koji na njega utiCu je veoma znacajno. Poslednjih godina merenje i analiza promena
produktivnosti su postali predmet interesovanja mnogih istrazivaca koji se bave ispitivanjem
performansi firmi i njihovog ponaSanja. Istrazivaci se naj¢eS¢e fokusiranu na uzroke promena
produktivnosti i njihovu dekompoziciju. Dekompozicija produktivnosti omogucuje odredivanje
determinanti za postizanje boljih performansi i obezbeduje vaZne informacije o poslovanju za
menadZere 1 planere u posmatranim entitetima i u privatnom i u javnom sektoru. U ranim

istrazivanjima u ovom polju promena produktivnosti se objaSnjavala samo tehnickim



promenama, ali u poslednje vreme Siroko je prihvaceno misljenje da i promene efikasnosti mogu
uticati na produktivnost. Trend racia produktivnosti se obicno pretvaraju u indekse koji se
zajedno sa ulazima i izlazima mogu graficki prikazati. Malmkvistove indekse bazirane na DEA
razvili su Fare 1 drugi (1994) da bi merili promenu produktivnosti kroz vreme, 1 istovremeno
pratili tehnicko-tehnoloske 1 promene efikasnosti koje utiCu na rast ili smanjenje performansi

posmatrane organizacije.

Malmkvist je prvi 1953. predloZio kvantitativne indekse za merenje uspeSnosti koriS¢enja
ulaza za proizvodnju izlaza. Polaze¢i od mere ukupne faktorske produktivnosti 1 Kob-Daglasove
proizvodne funkcije Malmkvist je u (Malmquist, 1953) kreirao kvantitativne indekse sa
osnovnom idejom da se izvr$i poredenje izmedu ekonomija A i B. Pretpostavlja se da su poznate
proizvodne funkcije za obe ekonomije y,, = f (K, ,L,) i Yzp = f3(Kg,Ly). Ako se ulazi
ekonomije A zamene sa ulazima ekonomije B 1 obrnuto dobijaju se joS dve vrednosti

Vap = J4(Kg,Lg) i yg, = f5(K,,L,). Malmkvistov indeks A u odnosu na B predstavlja

geometrijsku sredinu y,, / Yag 1 Vpa / Ypp - On Ce biti veci od 1 ako je proizvodna tehnologija

A bolja B. Na isti nacin se moze dobiti Malmkvistov indeks ako se umesto ekonomija A i B u

razmatranje uzmu dva vremenska intervala 71 +1.

Malmkvistov indeks produktivnosti baziran na DEA se raCuna kao geometrijska sredina
dva osnovna Malmkvistova indeksa produktivnosti koji se definiSu kao funkcije rastojanja D(-)
Funkcije rastojanja su uveli Kaves i drugi u (Caves, Christensen, & Diewert, 1982),
pretpostavljajuci da je tehnologija za posmatranu jedinicu & efikasna (D, (x,,y,)=1). Pored toga
oni su postavili teoremu i dokazali da postoji ekvivalencija izmedu Malmkvistovih indeksa
produktivnosti (ako se pretpostavi da je proizvodna funkcija tipa translog) 1 Torkvistovih indeksa
ili Solow reziduala (Lee, 2005) koji se naj¢eSce koriste za pracenje promena ukupne
produktivnosti. Fare 1 drugi (1994) su kombinovanjem Malmkvistovog indeksa sa Farelovom
idejom merenja efikasnosti i Kavesovom idejom merenja produktivnosti konstruisali
Malmkvistove indekse direktno iz ulaznih i izlaznih podataka koriste¢i DEA analizu. Oni su
uveli neefikasnost u razmatranje i kreirali indekse koji prate promene produktivnosti skupa

posmatranih jedinica u periodima ¢, t =1,...,T .

Malmkvistovi indeksi se mogu definisati polazeci od pretpostavki da postoji dopustivi skup

izlaza i1 definisana proizvodna funkcija (Lovell, 2000):

P'(x") = {y": x' moze da proizvede y',x' € R",y' e RY ,t=1,...,T}.

Ulazna funkcija rastojanja za period ¢ kao inicijalni period, moze se definisati kao:



t

D’(x’,y'):min{Z:y?e P'(x")} (3.109)

Ukoliko je Z minimalno, y"/Z je maksimalno i moZe se re¢i da funkcija rastojanja meri
maksimalan moguc¢i izlaz koji se moZe proizvesti sa datom koli¢inom ulaza. To je mera tehnicke
efikasnosti. Na sli¢an na¢in se moZe definisati funkcija rastojanja za period r+1 (D' (x™,y"*")

t+1
=min{Z :y7e P™'(x"™)}). Ove dve mere moraju imati vrednosti manje ili jednake od 1. Za

proveru uticaja promene tehnologije definiSu se dve funkcije rastojanja koje pokazuju koliko bi

bila vrednost izlaza ako se koristi proizvodna funkcija iz perioda ¢ a vrednosti ulaza (npr. rad i

t+1

kapital) iz perioda 1 i obrnuto (D'(x™,y")=min{Z :y7e P (™)) i

t
D' (x',y")=min{Z :y?e P (x")}). Kombinovane mere mogu imati i vrednosti vece od 1

posto tehnologija iz drugog perioda npr. 41 ne mora biti dopustiva za ulaze iz perioda ¢ i obrnuto
(Grifell-Tatje & Lovell, 1995).

Ukoliko se pretpostavi da postoje proizvodne funkcije za dva perioda ¢t 1 r+1,
izraCunavanje Malmkvistovog DEA indeksa zahteva izraCunavanje dve mere za jedinstveni
period i dve kombinovane mere. Mera za jedinstveni period se izraunava kao CCR DEA indeks

efikasnosti za DMUj u posmatranom periodu ¢ :

MODEL (M 3.18)

Dy (x;., y,) =(Min) Z; (3.110)
p-o.
D2y, r=12,..s (3. 111)
j=1
Zy.x, =Y Ax20, i=12..m (3. 112)
Jj=1
A,20; j=12...n, (3. 113)

gde xfj 1 yfj predstavljaju i-ti ulaz odnosno r-ti izlaz DMUj u periodu ¢. Indeks efikasnosti (

D,(x,,y.)=Z) odreduje vrednost za koju ulaz posmatrane jedinice moZe biti proporcionalno

smanjen, a da i dalje proizvodi traZeni izlaz u periodu t. Ako se umesto podataka za period ¢

koriste podaci iz perioda #+1 za jedincu DMUy se izraCunava skor tehnicke efikasnosti u periodu



t+1 (DT, vy =Z"""). Prva mera za kombinaciju perioda ¢ i t+1 (D} (x,", yi™), gde je

t+1 polazni period, za svaku DMU; , k=1,...,n, se dobija kao optimalna vrednost sledeceg

linearnog problema:

MODEL (M 3.19)

D (x™, yi™)=(Min) Z (3. 114)
p-o.
DAz r=12..s (3.115)
= '
Z.x =Y ax 20, i=12,..m (3.116)
Jj=1
A, 20; j=12,..n, (3.117)

oy v .. . .. . 1
Na sli¢an nac¢in se dobija i druga mera za kombinaciju perioda D" (x,,y,) ako se u

modelu (M 3.19) zamene indeksi ¢ i t+1. To znaci da ¢e se za DMUj uzimati vrednosti iz
perioda ¢, a za svaku DMU;j, j=1,...,n, vrednosti za period t+1. Modeli M 3.17 1 M 3.18

predstavljaju ulazno orijentisane Malmkvistove indekse produktivnosti.
Kada su poznati sve cCetiri mere rastojanja moze se izraCunati Malmkvistov indeks

produktivnosti koji predstavlja njihovu geometrijsku sredinu i meri promenu performansi izmedu

perioda ¢ 1 t+1 za posmatranu DMUy:

1/2
Mk :|:D,i (.X,t:l, ylr:rl) Dliﬂ(xlr:rl, y1t<+l)i| _ DIZH(.X;(H, y]t:l) { DIZ (xlr:rl, y]t:l) D/i (.X,t( , y]t() (3118)

Dy(x. ) DI (x ) Dy(xe,ye) [ DGy DY (g ve)
Ako je M, >1, produktivnost je porasla, ako je M, <1 produktivnost se smanjila i ako je
M, =1 produktivnost DMU; je ostala ista u periodu #+1 kao u periodu t. Drugi deo jednakosti

(3.118) pokazuje kako se dekomponuje Malmkvistov indeks produktivnosti. Prvi koli¢nik

indeksa M, predstavlja promenu tehnicke efikasnosti:
DH—] (xt+1 yt+l)
_ "k k >k
Dy (x5 v0)
Druga komponenta M, predstavlja meru tehniCke promene proizvodne tehnologije

(Kirikal, 2004) izmedu 71 r+1:

(3.119)

k
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Moze se zakljuciti da vazi relacija M, = E, X P,. Promena produktivnosti izmedu perioda ¢
1 t+1 prikazana je na Slici 3.10. u najjednostavnijem slucaju (dva ulaza i1 jedan izlaz sa
konstantnim prinosom na obim).

Tacke E, 1 E,_, na Slici 3.10. prikazuju ulazno-izlazne kombinacije proizvodnih jedinica u
periodima ¢ i 1. U oba slucaja, jedinice funkcioniSu ispod svojih granica proizvodnih

mogucnosti. Indeks tehnicke efikasnosti u periodu ¢ se moze prikazati kao Et / E<l,au

periodu #+1 kao E,, / E ., <1 . Odavde sledi da se promena tehnicke efikasnosti moze prikazati

kao Ek = (E,+1/Et)(Ex/Et+l) <l.

granica
efikasnosti

/ t+1
/ ///%' Et ( )

N granica
—+ /- efikasnosti (7)

L | | | | | |
I T S
O X1
Slika 1.10. Dekompozicija Malmkvistovih indeksa produktivnosti
Promena granice proizvodne tehnologije se moZe izraCunati kada se odrede mere
odstojanja E, / E<liE, / E,

. >1 koje pokazuje kako bi se ponaSala jedinica iz perioda ¢ ako

se primeni proizvodna tehnologija #+1 i1 obrnuto . MoZe se primetiti da su vrednosti obe ove mere

vece od vrednosti mera za odstojanje od granice efikasnosti za period ¢. Uticaj promene

proizvodne tehnologije se predstavlja kao Pk=\/(Et'+1/ E1 )E, / E)). Na osnovu vrednosti

pojedinacnih koli¢nika ne moZe se zakljuciti da li je promena granice efikasnosti tj. promena



proizvodne tehnologije pozitivno uticala na jedinicu E posto je jedna vrednost funkcije rastojanja
veca, a druga manja od 1, tako da se ne moZe doneti ni zakljuak o konacnoj vrednosti
Malmkvistovog indeksa produktivnosti. Detaljna analiza zaklju¢aka do kojih se moZe do¢i ako
se kombinuju vrednosti indeksa Ej i Py je data u (Grifell-Tatje & Lovell, 1995).

Prikazani Malmkvistov indeks je ulazno-orijentisan poSto su kori§¢eni ulazno orijentisani
DEA modeli za izracunavanje mera distance D(-) i vrednost indeksa dobijena reSavanjem
modela M12 mora biti manja ili jednaka 1, dok vrednosti indeksa dobijenih reSavanjem modela

<

M13 mogu imati bilo koju vrednost (=1). Ukoliko je potrebno izraCunati izlazno-orijentisani
>

indeks, modele M 3.17 i M 3.18 treba zameniti sa analognim izlazno orijentisanim DEA

modelima. U praksi se Cesto koristi Window DEA analiza za duZinom prozora w=1 za

radunanje vrednosti D} (x,,y.) i D" (x",y"), k=1,...,n, da bi se izbeglo dvostruko

reSavanje i kreiranje linearnih modela za istu jedinicu DMU;.
Malmkvistovi indeksi pruzaju potpuniju sliku o performansama posmatranih entiteta i
pokazuju trend promena iz perioda u period, dok Window analiza moZe da poveca broj

posmatranih jedinica i pokaze trend koriste¢i panel podatke.



