Problem rutiranja vozila - Vehicle Routing Problem (VRP)

Teoretska istrazivanja i prakti¢ne aplikacije na polju rutiranja vozila pocela su 1959. godine sa problemom
otpremanja kamiona (Truck Dispatching Problem - TDP) koga su prvi put postavili Dantzig i Ramser. Kod
ovog problema data je flota vozila koja se nalaze u jednom ili viSe skladista. Zadat je i skup lokacija
(korisnika) koje vozila treba da posete radi dostavljanja robe korisnicima na tim lokacijama. Potrebno je
vozilom posetiti sve lokacije ta¢no jednom tako da je predeno rastojanje najmanje (Cesto se u problemima
rutiranja zahteva i minimizacija broja vozila). Svako vozilo se na kraju svoje rute mora vratiti u skladiste iz
kog je krenulo. 1z postavke problema rutiranja vozila moze se videti da se zapravo radi o uops$tenju problema
trgovackog putnika na zadatak sa m trgovackih putnika. Pritom se postavljaju dodatna ograni¢enja kao $to
su: potrebno je da svaki trgovacki putnik obide tacan broj gradova, broj putnika je ogranicen, ogranicen je
broj gradova koje trgovacki putnik moze da obide, itd. Problem rutiranja vozila VRP (Vehicle Routing
Problem) ¢ini posebnu grupu problema trgovackog putnika koju karakteriSe zahtev da svi trgovacki putnici
krenu iz istog grada i vrate se u njega, a da pri tome svaki od njih obide ograni¢en broj gradova, t.j. iz jednog
(centralnog) skladista (depoa) potrebno je transportovati robu do potrosackih centara koristeci vise vozila ili
jedno vozilo vise puta.

Slika 1
Na slici 1 centralno skladiSte je obelezeno kvadratom, a mesta isporuke kruzi¢ima, dok linije predstavljaju
putanje vozila kojim se roba razvozi.

Problem rutiranja vozila sa ograni¢enim kapacitetom — Capacitated Vehicle Routing Problem (CVVRP)

Ukoliko se problemu VRP-a dodatno postavi ograni¢enje kapaciteta vozila tada se radi o problemu rutiranja
vozila sa ograni¢enim kapacitetom (Capacitated Vehicle Routing Problem - CVRP). Kod CVRP-a data je
flota identi¢nih vozila sa ograni¢enim kapacitetom i dati su Korisnici sa svojim zahtevima. Vozila obilaze i
opsluzuju zadate lokacije (korisnike) na isti na¢in kao kod VRP-a s tim §to je potrebno poStovati kapacitete
vozila. Cilj je da se pronade rutiranje koje ¢e minimizovati predeno rastojanje.

Zadat je kompletan graf G = (N,L),N = {0,1,...,n}. Cvor 0 oznatava depo (skladiste). Sa C = N\{0}
oznaCen je skup Cvorova bez depoa. Svakoj grani (i,j) € L pridruzena je vrednost (duZina, teZina) c;;.
Svakom ¢voru i € N osim depoa pridruzena je potraznja q;, i € N . Zadat je i kapacitet vozila Q.

Zadatak VRP se sastoji u odredivanju putanja (ruta) vozila tako da se minimizira njihova ukupna duzina
(troskovi), a koje su takve da:
1. Svaki grad u N\{0} se posecuje tacno jedanput samo jednim vozilom,
2. Sve rute poCinju i zavrSavaju u skladistu,
3. Zadovoljena su neka dodatna ogranicenja:
a) Ograni¢enja kapaciteta: svakom évoru (gradu) i > 1 pridruzuju se nenegativna teZina (;, a zbir teZina
na bilo kojoj ruti ne sme da bude ve¢i od kapaciteta vozila Q.
b) Broj gradova na proizvoljnoj ruti je ograni¢en sa P (u ovom slucajujeqi=1zai>1iQ =P).
c) Ograni¢enje na ukupnu duzinu rute (vreme putovanja): ukupna duZina rute je ograni¢ena sa A. Ova
duzina se dobija na osnovu vremena putovanja izmedu gradova i vremena zadrzavanja u gradovima.
d) Vremenski prozori: grad i treba da bude posecen u vremenskom intervalu [a;, b;], a postoje i
zadrzavanja (¢ekanja) u gradu i.
e) Odnosi prethodenja izmedu parova ¢vorova; grad i ne moze biti poseéen pre grada j.
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Algoritam usteda (Klark-Rajtov algoritam)

Klark i Rajt (Clarke and Wright) su 1964. godine predlozili algoritam uSteda koji se bazira na principu
prozdrljivosti. Ovaj algoritam je jedan od najvise primenjivanih heuristickih pristupa resavanju zadatka VRP.
Algoritam polazi od pocéetnog resenja u kojem ima n-1 ruta koje se formiraju tako $to se po jedno vozilo
upucuje iz skladiSta do jednog potrosaca i vraca u skladiste. Zatim se interaktivno, iz koraka u korak spajaju
po dve putanje koje donose najvecu ustedu, a zadovoljavaju ograni¢enja zadatka.

Algoritam

1.Inicijalizacija:
1. Konstruisati elementarne rute (0; i; 0) Vi = 1, ...,n i odrediti teku¢u duzinu svih ruta
F=>) .Ci+Co-

2. Izracunati ustede S;;, V(i,j) € L po slede¢oj formuli S; =C;y +Cy; —C;, V(i, j) eL.

ij ij
3. Sortirati ustede u nerastu¢em redosledu.
2. Za svaki element sortirane liste uSteda S;;:
1. Odrediti:
-dalisuiijurazlicitim rutama prvi ili poslednji ¢vorovi,
- da li je zbir kapaciteta te dve rute manji od kapaciteta vozila.
2. Ako da:
- povezati ove dve rute,
- smanjiti ukupnu duZinu ruta za S;j, tj. F < F-S;,
- izraGunati kapacitet nove rute kao zbir kapaciteta ruta od kojih je formirana,
- eliminisati grane starih ruta.

Primer 1. Firma "Komercijala" a.d. je ugovorila isporuku 350 kutija ¢okoladnih pralina. Sedam prodavnica
u Zemunu je narucilo praline. Udaljenosti izmedu centralnog skladista firme 1 prodavnica, kao i njihov
prostorni raspored dati su na slici 2. Potrebe prodavnica su redom (prodavnica 1, prodavnica 2,...,
prodavnica7): 40, 20, 25, 70, 45, 50 i 100 kutija. Firma "Komercijala" a.d. ima 5 kombija nosivosti po 200
kutija. Primenom algoritma usteda odrediti koliko kombija ¢e firma morati da angazuje i koje su to
optimalne rute kojima ¢e oni morati da izvrSe isporuku, a da predeni put bude minimalan?
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Resenje:
1. Konstruisa¢emo elementarne rute i dobi¢emo pocetno reSenje koje ima sledeéi oblik:

Slika 3.
2. Rute i njihove duzine su:
(0-1-0), F=6+6=12
(0-2-0), F=3+3=6
(0-3-0), F=1+1=2
(0-4-0), F=12+12=24
(0-5-0), F=8+8=16
(0-6-0), F=12+12=24
(0-7-0), F=2+2=4
3. Moguce ustede su:
812: Cpp +Cp, —Cp = 6+3-5=4 813: Cpo +C03—C13=6+1-7:0
Sie = Cio +Cps —C5 = 6+12-21 =-3 Si7= Cyp +Cyp; —C7 = 6+2-4 =4
Sp3 = Cyg +Cyg —Cp3=3+1-2=2 Sp7 = Cyg +Cy; —C; = 3+2-10=-5
S34= Cyy+Cyy —C5,=1+12-5=8 S35 = Cgy+Cys —Cy5 = 148-13=-4
Sis = Cyp +Cp5 —Cp5=12+8-14=6 Sag = Cuq +Cog —Cpg = 12+412-25=-1
Ss6 = Cgy +Cog —Cgq = 8+12-9 =11 S57= Cgy+Cy; —C5,=8+2-9=1

Sg7 = Ceg +Co7 —Cg7 = 12+2-8=6

Kada sve pozitivne uStede sortiramo u nerastuci niz, dobijamo sledecu listu:

85(5:11
834=8
S45=6
867=6
812=4
Siy=4
Sp=2
Ss7=1

Svakoj od ovih usteda odgovara spajanje ruta koje je moguée uraditi samo ako su zadovoljena ograni¢enja
kapaciteta.

1. Ssg =11, &vor 5 je prvi u ruti (0-5-0) (ne uzimamo u obzir depo), a évor 6 je takode prvi u ruti (0-6-0).
Sada proveravamo uslov za kapacitet:

gs+ gs = 45 + 50 = 95 < 200
Oba uslova su zadovoljena, formiramo novu rutu (0-5-6-0).



Slika 3a.

2. S, =18, ¢vor 3 je prvi u ruti (0-3-0) (ne uzimamo u obzir depo), a ¢vor 4 je takode prvi u ruti (0-4-0). Sada
proveravamo uslov za kapacitet:

Qs+ Qs = 25 + 70=95 < 200
Oba uslova su zadovoljena, formiramo novu rutu (0-3-4-0).

Slika 3b.
3. Sy5=06, ¢vor 4 je posledn;ji u ruti (0-3-4-0), a ¢vor 5 je prvi u ruti (0-5-6-0). Sada proveravamo uslov za
kapacitet:
Os* s + Qs+ s = 190 <200
Oba uslova su zadovoljena, formiramo novu rutu (0-3-4-5-6-0); ovom vezom spajaju se rute (0-5-6-0) i (0-3-
4-0). Nakon spajanja ove dve rute, precrtavamo grane (4,0) i (0,5).

4. S g7 =0, ¢vor 6 je poslednji u ruti (0-3-4-5-6-0), a ¢vor 7 je prvi u ruti (0-7-0). Sada proveravamo uslov za

kapacitet:
Os+ (s + gs+ (s + 7= 190 + 100 = 390 > 200 => nedopustiva ruta, traznja je veéa od kapaciteta
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vozila; usteda Sg; se ne moze iskoristiti.

5.S12 =4, ¢vor 1 je prvi u ruti (0-1-0), a ¢vor 2 je takode prvi u ruti (0-2-0). Sada proveravamo uslov za
kapacitet:

Qi+ g, =40+ 20 =60 < 200
Oba uslova su zadovoljena, formiramo novu rutu (0-1-2-0).

Slika 3d.
6. S17=4, ¢vor 1 je prvi u ruti (0-1-2-0), a ¢vor 7 je poslednji (i prvi i poslednji) u ruti (0-7-0). Sada
proveravamo uslov za kapacitet:
Qi+ Qo+ g7 = 40 + 20+100 = 160 < 200
Oba uslova su zadovoljena, formiramo novu rutu (0-7-1-2-0); ovom vezom spajaju se rute (0-1-2-0) i (0-7-
0). Nakon spajanja ove dve rute, precrtava se grana (0,1).

Slika 3e.

7.S 23 =2, ¢vor 2 je poslednji u ruti (0-7-1-2-0), a ¢vor 3 je prvi u ruti (0-3-4-5-6-0). Sada proveravamo
uslov za kapacitet:

g7+q:it 2 + Qs+ s + Qs+ g = 100 + 40 + 20 + 25 + 70 + 45 + 60 = 360 > 200
Ova ruta je nedopustiva, traznja je veca od kapaciteta vozila; usteda S,3 se ne moze iskoristiti.

8. S5z =1, ¢vor 5 nije ni prvi ni posledn;ji u ruti (0-3-4-5-6-0), tako da se ova ruta ne moze formirati; usteda
Ss7 se ne moze iskoristiti.

Dobili smo konacno resenje (slika 4) potrebno je da izracunamo duzinu puta koju vozilo treba da prede:
*=2Co+2Co+2Co3+2Cos+2Cos5+2Cop+ 2 Cor— Ss6— Sza — Sus — S12 — Su7
f*=88-33=55



Slika 4.

Zadatak se moze reSiti i na sledeci nacin (izbegavajuci detaljno pisanje svakog koraka):

0-1-0

0-2-0

0-3-0

0-4-0

0-5-0

0-6-0

0-7-0

Za vezbu:

(40)
(20)
(25)
(70)
(45)
(50)

(100)

60

95

90

}
}
}

0-1-2-0 (60)

0-3-4-0

0-5-6-0

(95)

(95)

0-3-4-5-6-0

(185)

X 0-7-1-2-0  (160)

* Resiti primer 1 uz uslov da firma moze koristiti samo automobile nosivosti 100 kutija (firma ima 10
ovakvih automobila, a svaki automobil vozi najvise jednu rutu).
* Resiti primer 1 uz uslov da firma moze koristiti samo jedan kamion nosivosti 330 kutija, a kamion moze
voziti vise ruta.

Primer 2. Raznosa¢ novina mora da isporu¢i dnevnu $tampu od izdavacke kuée do 5 trafika. Prevozno
sredstvo kojim raspolaze omoguc¢ava mu da odjednom ponese najviSe 12 paketa novina. Na slici 5 je data
skica rasporeda izdavacke kuce (oznaCena sa 0) i trafika (ozna¢ene sa 1-5), njihova udaljenost i koli¢ina
novina koju potrazuje svaka od njih. Primenom algoritma uSteda odrediti optimalnu rutu raznosaca.

Slika 5.




Resenje:

Sortirana lista mogucih usteda:

851 =22
834 =13
845 =11
823 =11
SlZ =9

Za vezbu:

0-1-0

0-2-0

0-3-0

} 0-1-2-0  (10)
} 0-3-4-0  (9)
N\ 6

Slika 6.

* Resiti primer 2 uz uslov da raznosa¢ novina ne moze Koristiti put od izdavacke kuce do trafike 1.

Primer 3. Deca iz vrti¢a "Sreca Sre¢a Radost" otisla su na kampovanje na planinu Taru. Tamo su se podelili
u 9 grupa i svaka grupa dece dobila je zadatak da oformi mali kamp (kampovi su oznaéeni brojevima od 1-9)
u blizini hotela (oznacen je 0). Udaljenosti izmedu hotela i kampova i udaljenosti izmedu samih kampova
dati su u tabeli. Nakon §to su deca otisla da postave kampove, koordinator kampovanja Mica shvatio je da su
zaboravili da ponesu lan¢ pakete. Posto su deca imala puno posla oko podizanja $atora, Mi¢a ¢e im svima
odneti lan¢ pakete. Medutim, on moze da ponese odjednom 50 paketa, tako da je odlucio da primeni svoje
znanje sa FONa i da izracuna optimalne rute kako bi §to manje peSacio i na taj naCin posao obavio §to brze.
Koje resenje je dobio Mica?
*napomena - izmedu kampova 1 i 9 nalazi se poto¢i¢ i Mi¢a ne moze da ga prede, jer nema odgovarajucu

opremu.
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Resenje:

Sortirana lista

mogucih usteda:

878 =16
Sgg =16
857 =14
856 =13
834 =7
845 =7
823 =5
SlZ =6

0-1-0

0-2-0
0-3-0

0-4-0
0-5-0

0-6-0

0-7-0

0-8-0

0-9-0

0-1-2-0  (20)

50 | 0-1-2-3-4-0  (50)

0-3-4-0 (30)

0-5-6-0 (35)

0-7-8-0  (40)

5ol 0-7-89-0  (50)

(10)

Cho—)
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Slika 7.

Za vezbu: uraditi primer 3 uz uslov da Mi¢a moZe da ponese 40 paketica.



