Problem najkraceg puta - zadaci

Neka je dat graf G = (N, L) i neka su granama pridruZene vrednosti Cjj, (i, J) € L. Vrednosti cjj
mogu predstavljati duzine, tezine, cene, pouzdanost itd. Ove vrednosti mogu biti i negativne ali ovde
se takve primene ne¢e razmatrati. U nastavku ¢e se koristiti termin duZina a podrazumevace se da Cj
moze imati i drugaciju interpretaciju.

Potrebno je naci najkraéi put izmedu zadatih ¢vorova s i t. Put izmedu zadatih ¢vorova s i t
definiSe se kao niz grana od kojih prva polazi iz ¢vora S, svaka sledeca grana u nizu pocinje u onom
¢voru u kojem se zavrsava prethodna, a poslednja se zavrSava u ¢voru t:

[(S’ il)i (il’ i2)1 vy (ik-lv ik)’ (ikv t)]

Alternativno, put moze da se defini$e kao niz ¢vorova kroz koje prolazi: (S, iy, i, ... , k.1, Ik, 1)

Duzina puta se definiSe kao zbir duzina grana koje pripadaju putu. Najkra¢i put izmedu
¢vorova S i t je put najmanje duZine.

Za nalazenje najkra¢ih puteva kroz mreZu od interesa su samo elementarni putevi. Elementarni
put je put koji kroz svaki ¢vor grafa prolazi najvise jedanput.

Dajkstrin algoritam

Pored prethodno uvedene notacije, uvodi se i obelezje ili oznaka d(j) ¢vora j koje moze biti
privremeno (promenljivo) i pise se d'(j) ili stalno (nepromenljivo), kada se pise d”(j). Stalno obelezje
d*(j) ¢vora j predstavlja duzinu najkrac¢eg puta od pocetnog do ¢vora j.

Algoritam
1° Inicijalizacija
Cvorovima se dodeljuju pocetna obeleZja na sledeéi nacin:
- podetnom &voru s dodeljuje se stalno obelezje d*(s) = 0;
- svim ostalim ¢vorovima dodeljuju se privremena obelezja d'(j) = oo, j € N\ {s};
- stavimo dajei=s.

2° Odrediti skup A; &vorova koji slede ¢vor i i koji nemaju stalno obelezje (I'(i) je skup &vorova
sledbenika ¢vora i)

Ai={|JeI(i)AdQ=d(G)}
3° Zasvako j € A odrediti nova privremena obeleZja
d'(§) = min{d(j), d"(i) + cy}
4°  0d svih &vorova na mrezi koji su obeleZeni privremenim obelezjem,
samo jedan j* dobija stalno obeleZje i to onaj za koji je

d™(i)= min{d (D},
pajed’() =d ().
5°  Proveriti da i je j* =1, tj. da li je zavrsni ¢vor obelezen stalnim obelezjem.
Ako nije, staviti i = j* i vratiti se na korak 2°.

Ako jeste, odredena je duzina najkraceg puta d+(t) i sada treba rekonstruisati najkra¢i put kojim
se od s stiglo do t.

6° Najkraci put p= (S, j1, j2, - » Jk» 1) odredujemo vracajuéi se unazad od ¢vora t ka ¢voru S:
t=>jk— k1~ ... >,

tako da vazi:



Ji: d+(t)_d+(jk):Cjkt

j IR
k-1 d (Jk)_d (kal)ZCjHjk
S d*(j;)—d"(s) =cg
Jasno je da vazi: d"(t)=cg +C;; +..+C; ; +Cj,

Napomena: Poslednji korak algoritma, odredivanje najkrac¢eg puta, pojednostavljuje se ako se u
koraku 4° pored stalnog obelezja, zapamti i indeks &vora koji prethodi posmatranom &voru i na
osnovu kojeg je dobijeno to obelezje.

Primer 1. Na mapi je prikazana putna mreza isto¢ne Srbije a udaljenosti u km izmedu gradova preko
kojih se moze putovati i koji su povezani putevima su date matricom udaljenosti (0znaka M znaci da
dva grada nisu povezana putem). Vrstama i kolonama matrice udaljenosti odgovaraju, redom, sledeci
gradovi: Beograd, Smederevo, Pozarevac, Paracin, Kladovo, Zajecar, Bor i Negotin.
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Potrebno je odrediti najkraci put od Beograda do Negotina.

Resenje: Na osnovu datih podataka je moguce formirati graf u kome pocetni ¢vor s predstavlja grad
Beograd a krajnji ¢vor t grad Negotin. Gradovi: Smederevo, Pozarevac, Para¢in, Kladovo, Zajecar i
Bor su oznaceni ¢vorovima 1, 2, 3, 4, 5 i 6, respektivno. Udaljenosti izmedu gradova (cj;) su prikazane
Na granama.
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G=(N,L),N={s,1,2,3,4,5,6,t},
L={(s.1), (s.2), (s,3), (1,4), (2,4), (2,5), (2.,6), (3,5), (4.1), (5.6), (5.1), (6,)}
Algoritam
1° Inicijalizacija
- po¢etnom ¢&voru s dodeljuje se stalno obelezje d*(s) = 0;
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- svim ostalim ¢vorovima dodeljuju se privremena obeleZja:
d(1)=d(2)=d(3)=d(4)=d(5) =d(6) =d(t) = o0;

- stavimo da jei=s.

Cvor s slede &vorovi: 1,213, As={1, 2, 3}

Za svako j € A odreduju se nova privremena obelezja:
d’(1) = min{c, 0+65} = 65
d’(2) = min{ew, 0+81} = 81
d’(3) = min{eo, 0+161} = 161

min{d (1), d"(2), d'(3)} = min{65, 81, 161}=d (1) = 65 =>d" (1) = d'(1), j=1
j =t =1
Cvor 1 sledi &vor: 4, Ay = {4}
Za svako j € A; odreduju se nova privremena obelezja:
d’(4) = min{, 65+195} = 260
min{ d"(2), d'(3), d"(4)} = min{ 81, 161, 260} =d"(2) =81 =>d"(2) = d'(2), =2
j =t =2
Cvor 2 slede &vorovi: 4,51 6. Ay ={4,5, 6}
Zasvako j € A, odreduju se nova privremena obelezja:
d’(4) = min{260, 81+165} = 246
d’(5) = min{co, 81+160} = 241
d’(6) = min{cw, 81+137} = 218
min{ d"(3), d"(4), d'(5), d'(6)} = min{ 161, 246, 241,218} =d'(3) = 161 =>d"(3) = d'(3), j’=3
j =t i=3
Cvor 3 sledi ¢vor: 5. A3 ={5}
Za svako j € Az odreduju se nova privremena obelezja:
d’(5) = min{241, 161+88} = 241
min{ d"(4), d'(5), d"(6)} = min{ 246, 241,218} =d"(6) = 218 => d"(6) = d'(6), j'=6
j #t, i=6
Cvor 6 sledi ¢vor: t. Az = {t}
Za svako j € Ag odreduju se nova privremena obelezja:
d’(t) = min{eo, 218+73} = 291
min{ d"(4), d'(5), t} = min{ 246, 241,291} =d"(5) = 241 => d"(5) = d(5), j’=5
j #t, i=5
Cvor 5 sledi évor: t. Ag = {t}
Za svako j € As odreduju se nova privremena obelezja:
d’(t) = min{291, 241+54} = 291
min{ d'(4), t} = min{ 246, 291} =d(4) = 246 => d"(4) = d"(4), j'=4
j =t i=4
Cvor 4 sledi ¢vor: t. Ay = {t}



3° Zasvako j € A, odreduju se nova privremena obeleZja:
d’(t) = min{291, 246+55} = 291

4°  min{ t} = min{ 291} =d(t) = 291 =>d"(t) = d(t), j'=t

5 =t

6° Odredivanje najkraceg puta:
d"(t)—d"(6)=291-73=218
d"(6)-d*(2)=218-137=81
d"(2)—d*(s)=81-81=0

Najkraci put p= (S, j1, j2, --- » Jks t) odredujemo vraéajuci se unazad od ¢vora t ka ¢voru S:
t>6—>2->s5,

Najkraci put od Beograda do Negotina iznosi 291km ako se putuje preko Smedereva i Bora.

U nastavku ¢e isti problem biti reSen unoSenjem oznaka na samu mrezu, vode¢i racuna o redosledu
dodeljivanja ovih vrednosti.
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Redosled kojim su ¢vorovi dobijali stalna obeleZja:

- d:(s) =0;
-d"(1) = 65;
-d*(2) = 81;
-d*(3) = 161;
-d*(6) = 218;
-d*(5) = 241;
- d"(4) = 246;
- d'(t) = 291.

Za vezbu: Odrediti put kojim se najbrze stize od Beograda do Negotina. Vreme puta izmedu gradova
u minutima dato je u slede¢oj matrici:
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Primer 2: Kako najjeftinije leteti od Srbije do Australije? Ovaj put se moZe izvesti sa najmanje dva

presedanja. Na slici su prikazani gradovi u kojima su aerodrome na kojima se moze presedati i cene
pojedinac¢nih letova u dolarima.
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Redosled kojim su ¢vorovi dobijali stalna obelezja:

-d*(s) =0;

- d*(3) = 200;
-d*(1) = 300;
-d*(2) = 500;
- d*(4) = 600;
-d*(7) = 1100;
-d*(5) = 1300;
- d*(t) = 1500.

Odredivanje najkraceg puta:
d*(t)—d"(5)=1500-200=1300
d*(5)—d"(2) =1300-800=500
d"(2)—d*(s)=500-500=0

Najjeftiniji let od Beograda do Sidneja kosta 1500km ako se leti preko Perta i Abu Dabija.



Primer 3: Trgovac elektricnom energijom je na berzi ugovorio prodaju 70MWh kupcu B po ceni od
30nj/MWHh koje je otkupio po ceni od 206/MWh od prodavca A. Prenos elektri¢ne energije treba da se
izvr$i u toku jednog dana a trgovac mora da obezbedi i plati transmisione kapacitete za prenos. Na
mrezi na slici su prikazani posrednici preko kojih moZe da se prenese elektri¢na energija i transmisioni
kapaciteti koji ih povezuju. Na granama su prikazane jedini¢ne cene u nj/km a udaljenost izmedu
¢vorova je data u matrici udaljenosti.
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Kojim transmisionim kapacitetima je najjeftinije preneti elektricnu energiju? Kolika je u tom slucaju
prosecna cena po kojoj trgovac elektriénom energijom vrsi prenos a koliki je njegov ukupan profit?
Formulisati problem kao problem nalazenja najkraceg puta.

Resenje:
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Redosled kojim su ¢vorovi dobijali stalna obelezja:

- d:(s) =0;

-d*(2)=6;

-d*(1) = 10;
-d"(3) = 16;
-d*(5) = 18;
-d*(4) = 25;
-d'(t) = 27.

Odredivanje najkraceg puta:
d"(t)—-d*"(5)=27-9=18
d*(5)-d"(2)=18-12=6
d"(2)-d"(s)=6-6=0



Primer 4: Izmedu IP adrese posiljaoca (S) i IP adrese primaoca (t) je potrebno uspostaviti saobracaj.
Saobrac¢aj se moze uspostaviti preko mreze rutera koja je prikazana na slici. Izmedu IP adresa i rutera
kao i1 izmedu samih rutera postoji kasnjenje u prenosu paketa. Ovo kasnjenje u milisekundama je
prikazano na granama. Potrebno je odrediti preko kojih rutera ¢e se uspostaviti saobracaj tako da
ukupno kasnjenje u prenosu paketa od IP adrese posiljaoca do IP adrese primaoca bude minimalno.
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Redosled kojim su ¢vorovi dobijali stalna obeleZja:
d*(s)=0;d"(2)=4;d"(1)=5;d"(6)=6;d"(38)=7;d"(4) =8; d"(5) = 9; d"(7) = 10; d"(10) = 11;
d*(8) = 12; d*(9) = 13; d"(t) = 15.

Odredivanje najkraceg puta:
d"(t)-d"(8)=15-3=12
d"(8)-d"(4)=12-4=8
d"(4)-d"(1)=8-3=5
d"@)-d"(s)=5-5=0

Najkra¢iput: s >1—>4—->8 >t

Najmanje ukupno kasnjenje u prenosu paketa iznosi 15 milisekundi. Saobracaj treba uspostaviti preko
ruteral, 4i8.



