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OPSTI SLUCAJ PROBLEMA NELINEARNOG
PROGRAMIRANJA

Problem:

min f (x)

(NLP) |
g.(x)20,i=1,....m
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METODA IZRAVNAVAJUCIH FUNKCIJA

(NLP) se, dodavanjem nenegativnih izravnavajucih  funkcija

-

x, .., i=1..m, ogranienjima, svodi na klasi¢ni problem uslovnog
ekstremuma:

min f(x)
(KLP)

g.(x) +x$+f =0,1=1...m

(KLP) se moze dalje reSavati metodom eliminacije promenljivih 1l
metodom Lagranzovih mnozilaca.
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Primer 1.

(NLP) min 4x +5x; (KLP) min 4x; + 5x;

., (x1:1+xf)
[-x <0 l—x, +x;=0 “

—— (BO) min4(l+x§)2+5x§:F(x2,x3)
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-

L 0x, =0

ox, ] x, =0
A g _0
= —lex,A+x3)=0]
ox,

. 10 0 , 10 0
Vo Fla.x) = . , V' F(0,0)=
G 0 16(1+x;)+16x,-2x, 0 16

D,=10>0, D,=160>0 =

(0,0) strogi lokalni min (BO) = (1.0,0) strogi lokalni min (KLP)
= (1,0) strogi lokalni min (NLP) (to je 1 globalni minimum!).
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KUN-TAKEROVA TEOREMA
Problem:
(NLP) min /(x)

g.(x)=<0,i=1,....m
Pretpostavka: funkeije /.g,....g, su diferencijabilne.

Ako su funkcyje f, g,,...,g, konveksne, (NLP) se naziva problem

konveksnog programiranja. Problem konveksnog programiranja
mma vazno svojstvo da je svaki lokalni mimimum istovremeno
globalni minimum.

Kun-Takerova teorema daje neophodne uslove za lokalni minimum
opsteg sluc¢aja problema (NLP). Ukoliko se radi o problemu
konveksnog programiranja ti uslovi su 1 dovoljni.

Kun-Takerova teorema vazi pod odredjenim uslovima regularnosti.
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Uslovi regularnosti
Najpoznatija su sledeca dva uslova regularnosti:

R1 (Sleterov uslov). Vazi ako su u (NLP) funkcije ograni¢enja
g.,....g, konveksne i postoji x tako daje g.(x)<0, i=1,...,m.

R2 . Vazi u tacki x ako su Vg.(x), i € I(x), linearno nezavisni, gde je
[(x)={ie{l,...,m}| g/(x)=0} skup indeksa aktivnih ograniCenja u x.
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Napomena 1: Vektort a,...,a, sulinearno nezavisni ako vazi implikacija

;Llal+...+/1£1 :0 — ;bl:()j...j;u_ :0

nn n
U slucaju n=1 1mmplikacija se svodi na A4a, =0 = 4 =0, odakle
sledi da a, =0 ne 1spunjava uslov linearne nezavisnosti (jer 1z Aa, =0
ne sled1 4, =0), dok svako a, # 0 1spunjava ovaj uslov.

Napomena 2: Ako u nekoj dopustivoj tacki x vazi daje I(x)=9,
(tj.g;(¥) <0 za svako i €{l,..,m}), smatra se da u njoj vazi uslov R2.

Napomena 3: Uslov R1 vazi 1li ne za problem u celini. Uslov R2 moze u
nekim tackama vaziti, a u nekim ne.



Kapyii-KyH-TakepoBu ycriosu ®QH

Primer 2.

a) min Xx,

2 2
x; +x;, <1

Funkcija ogranicenja g,(x,,x,) =x7 +x; —1 je konveksna (Zasto?).

Uslov R1 vazi za npr. x =(0,0).

-~

R2 vazi u svakoj dopustivoj tacki x, jer ako je x unutar kruga
x;+x; <1, vazi da je I(¥)=0, dok ako x pripada kruznici

x; +x; =1, vazidaje I(x)={l}

-

Vgl(i)={2rl} # ()

i
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b) min X,
X +x <0

Jedina dopustiva tacka problema je x*=(0,0), 1 u njoj je ograni¢enje
g, aktivno. = Ne vaze uslov RI .

. 2x, 0
Skup I(x*)={l} i Vg (x*)= , =l P Vg, (x*) ne
X ..

1spunjava uslov linearne nezavisnosti. = Ne vazi n1 uslov R2 .
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Primer 3. (0.1
min— X,
x, 20
x, =0

x, —(x,—1)* 0.

| vgj\(x*)

Dopustivi skup je prikazan na slici.

0.0 Ve, () | (LO)

Optimalno resenje: x = (1,0) (dobijeno npr. grafickom metodom)
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Ogranicenja problema su

g (x)=-x<0, g(x)=-x,<0, g(x)=x,—(x-1) <0.

Funkcrja g,(x) nye konveksna (—g,(x) jeste) = Ne vazi uslov R1.

Gradyjent: funkcija ogranicenja:

| 0 —2(x, 1)
vg1(x):|: 0} vgz(x):[_l}a Vg3(x):|: 1 }
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Proverimo linearnu nezavisnost gradijenta aktivnih ograni¢enja u
taCkama x =(0,0) , x, =(0,1) 1 x¥*=(1,0).

U tacki x,=(0,0) je I(x,)={L2}, jer su aktivna ograni¢enja
gl(x):_xl goa gz(x):_xz <0

Gradyjenti

-1 0
vgl(xa) =|: 0}3 vgz (xa) = |:_1}

su linearno nezavisni, pau x, vazi uslov R2.

-1 0
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U tackt x, =(0,1) je I(x,)={L,3}, jer su aktivnha ograniCenja
g1(x):_x1 <0, gg(x)=x2 —(x, —1)2 <0.

Gradyenti

—1 2
Vg (x,) :|: 0} Vg (x,) :|: J

su linearno nezavisni, pau x, vaziuslov R2.

—1 2
( /11|: 0}+/ﬂu2|:1}:0 — _/.‘11+2/1L,2:0_._, /12:0 — /julz/jbz:())
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U tacki x* = (L.0) je I(x")={2.,3}, jer su aktivna ograni¢enja
gz(x):_xz S 0_-.: g3(x):x2 _(x] _1)2 £0

Gradijenti

. 0 ) 0
Vg, (x ):|:_Ja Vg, (x ):|:J

. . . . s e
su linearno zavisni vektort, pau x ne vazi uslov R2.

0 0
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Kun-Takerova teorema (Neophodni uslovi optimalnosti; Kuhn,
Tucker, 1951), poznata 1 kao Karus-Kun-Takerova teorema:

Neka je x~ lokalni minimum problema (NLP) i neka vazi uslov R1 ili
u x~ vazi uslov R2. Tada postoji 1~ e R” tako da vazi:

i

D V/()+ 2 A Vg (x)=0

(11) ,?:gf. (x)=0, i=1...m
(ii1) A" >0
(1v) g (x)<0, i=1,...,m.

Uslovi (1)-(1v) se nazivaju Kun-Takerovi uslovi.
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Zakljucak: Ako vazi uslov R1 1l1 u svim dopustivim ta¢kama vazi
uslov R2 tada se svi kandidati za lokalni mmimum nalaze medju
reSenjima sistema:

m

(1) Vf(1)+ZAVgI(1) 0
(1) Ag.(x)= O i=1,....m

(i) A0

(1v) g(x)<0, i=1,..,m.
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Primer 4. Naci sve kandidate za lokaln1 minimum problema

- XX,
miIn e

2 2
X, + X3 <l].

Vaz1 R1 1 R2 na ¢itavom dopustivom skupu (videti Primer 2 a.).

Gradyenti funkceye cilja 1 funkcnyja ogranicenja:

€x1+:r2 21.,1
Vf(x)={ } Vg(x)=[ }

exl +X;5 2Iq



Kapyui-KyH-1akepoBiu ycrnosu

Kun-Takerovi uslovi:

_ 511 2x 0
@ |5 |+a] T =
el 21‘2 0

(i) A(x) +x3-1)=0

(iii) 1>0

(iv) x7+x—-1<0.
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Vektorska jednacina
. e | | 2x 0
(1) + A =
€ Xy +X5 2 :Cg O

ekvivalentna je skalarnim jednacinama

11+1r9

+24x, =0

1l+r;

+2.x, =0

= A#01x=x,.
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() 420 = A0 = x<0,x,<0.

i) Axi+x-D=0 i Az0 = x+x-1=0, tj. 2x =1
V2 V2, "

X =——, Xy ==, AT .
1 5 B \/E

Jedini kandidat za lokalni minimum je x = [— =
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Ako su uslovi R1 1 R2 naruseni, Kun-Takerova teorema ne mora da
vazl.

Primer 5. Razmotrimo problem
min x,

2 2
x; +x;, <0.

Jedina dopustiva tatka x* = (0,0).

Na osnovu Primera 2 b. uslovi R1 1 R2 ne vaze.
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1 2x,
Vi(x)= LJ’ Vg(x)= L{ }

—

m

Kun-Takerov uslov (1) Vf'(x) + Zﬁﬁgi (x) =0 u tacki x" =(0,0)

i=1
se svodi na

] -

pa ne postoji takvo 4 koje zadovoljava ovaj sistem jednacina.
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Ukoliko su sva ograniCenja u (NLP) linearna mogu se 1zostaviti
uslovi regularnosti:

Teorema (neophodni uslovi u sluc¢aju linearnih ogranicenja)

Neka su u problem (NLP) ograniCenja oblika g.(x)=a x-b,

i=1,..,m. Ako je x lokalni minimum, tada postoji 4 € R" tako da
vaze Kun-Takerovi uslovi (1)-(1v).
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U slusaju kada problem (NLP) predstavlja problem konveksnog
programiranja, Kun-Takerovi uslovi (1)-(1v) su 1stovremeno 1 dovoljni
za optimalnost .

Teorema (dovoljni uslovi u konveksnom slucaju). Neka su u
problem (NLP) funkcije f,g,,....g, konveksne. Ako u tacki (x, 1)

vaze Kun-Takerovi uslovi (i)-(iv) , tada je x globalni minimum
problema (NLP).
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Primer 6. Problem 1z Primera 4
zd ‘T1+'T2
mine

3 7
s villo sk ot ) I

Funkcija cilja f(x)=e""™ 1 funkcija ograni¢enja g(x)=x; +x; —1 su
konveksne 1 tacka x :(—1/\/5 _,—1/\/5 ) zadovoljava Kun-Takerove

uslove (1)-(iv) = x je globalni minimum.



Kapyui-KyH-TakepoBu ycrosu

MATAHA:

1. Kako ce noedumHuLLy yCrnoBu perynapHoCcTM nog Kojuma Baxu KyH-
TakepoBa Teopema?

2. Kako rnace Kapyuw-KyH-TakepoBu HEONXOAHM YCITOBU 3a NOKaHU
MUHUMYM OnwITer npobnema HenMHeapHor nporpammpama?
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